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ĐẠO HÀM, TÍCH PHÁN 


Ling dụng dưUợc dì 2 


“Tôi rất vui khi biết IntMath đã được dịch sang tiếng Việt. Tôi hi vọng rằng độc 


giả sẽ tÌm thấy được nhiều kiến thức bổ Ích trong cuốn sách này.” 


Murray Bourne 
(người sở hữu trang web www.intmath.com) 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


ĐẠO HÀM, TÍCH PHẦN ỨNG DỤNG ĐƯỢC GÌ? 


Tác giả: Murray Bourne, người sở hữu trang www.intmath.com. 


Biên dịch: Võ Hoàng Trọng, thành viên chuyên san EXP, sinh viên khoa Toán — Tin học, 
trường Đại học Khoa học Tự nhiên, Đại học Quôc gia Tp. Hô Chí Minh. 


Chỉnh sửa: Đồng Phúc Thiên Quốc, chủ nhiệm chuyên san EXP, cử nhân khoa Toán — Tin học, 
trường Đại học Khoa học Tự nhiên, Đại học Quôc gia Tp. Hô Chí Minh. 


Trình bày bìa: Công ty trách nhiệm hữu hạn Công nghệ Thiết kế DUKES, 30 Nguyễn Văn 
Dung, Phường 6, Quận Gò Vập, Tp. Hô Chí Minh. 


Khoa: TOZÁN HỌC 2 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


Cuốn sách này được dịch từ 2 phần: “Dj#erentiation” và “lnfegration” trên trang web 
www.intmath.com, tiêu đê “Đạo hàm, Tích phân ứng dụng được gì?” do người biên dịch tự ý 
đặt. 


Xuât bản theo sự cho phép của tác giả thông qua thư điện tử vào ngày 18 tháng I năm 2015. 
Email xin phép dịch thuật từ thành viên của chuyên san EXP, Võ Hoàng Trọng: 

“J?ve known this site since 1 was 1n high school and 1m very Impressed. Your site so helpful for 
me. So, I want to translate some lessons of your site (like differentiation, 1ntergral, efc..) 1nto 
Vietnamese for studying and sharing to anyone who need. The production 1s a book or a file 
type.PDE upload on the Internet and sharing for free. 

No operation wIll be made. But first, Ï need your agreement (for copyright). So, can I do this?”. 
Email chấp thuận dịch thuật từ quản lý trang web IntMath, Murray Bourne: 

“Hello Trong. 

Thank you for your interest (and kind words) about IntMath and for requesting permission 
before goIng ahead. 

Ứd like to support you on this, but ['d be more comfortable 1f the translated document was 
published on IntMath, rather than somewhere else. Where did you hope to upload 1t to? 

Ï was In your country a week ago. I love Vietnam!”. 


> h r & 
Băng chứng: 
Murray Bourne <mbcurnsfintriath =ctn> 18 thq 1 ˆ 
lởi tốc ~ 
3a liếngAnhv 3 TiếngViết*y Dichthư Tất đôi vời Tiếng Anh x 
Hello Trong 


Thank you for your tr$erest [and kind wocds | about Ínlatlh: ar›d Íor requesiing petrntss›ori beếoœre gơing ai3ead. 
[dở like to sưoport you ơn this, bụt [d be more cornfortalole if the transizted docurnent was published œ ir$zth, rather than somewtnere else. VƯHere did you hope tơ upload ít tơ? 


| was im yo+z courtry a week aqa ! le Vietnaml 


Resarris. 
Murray Boume 


Daily Math Tweer: bttp //tz4i K 
Boume2(eam- http://houmezleam com 


Ơn Sat, đan 17, 2015 at 2 28 PM, Trong <hœangfrorvg 
Trong's Questien er Comment 


Paqe- bitp./waw ntmath camnelp/send-math-email php 


|ve knœwn this site since ¡ was In high schook an‹l ữm uery Impressecl Your site sa helpful far me 5o, ¡ want to translate sorne lessens cf yox site (like differertiatien, interaral etc } 
intc Vietnamese fer stu#ying ancl sharing tc anyone who need The procluction is a book or a ñle type PDF upload an the internet ancl sharing for free No aperatior v4|Í be made But 
first, | need yaur aqreament (far eepyrìght} So, ean ¡ do this? 


Trong's Information 


Senders lP Address. 27.2 1391 0 
Serders country  Vielrsim: 
Reoor: 

City 


ii) Bản quyên với Chuyên san EXP: 


Tôi, Đông Phúc Thiên Quôc, chủ nhiệm Chuyên san EXP, khoa Toán — Tin học, trường Đại học 
Khoa học Tự nhiên, Đại học Quôc Gia Thành phô Hô Chí Minh đông ý chỉnh sửa cuôn sách 


của tác giả Murray Bourne do thành viên Võ Hoàng Trọng biên dịch theo tiêu chuẩn của 
Chuyên san EXP. 
Cuôn sách này được sử dụng miên phí đên bât kỳ ai có nhu câu đọc. Chúng tôi không ủng hộ 
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mọi hành vi kinh doanh có liên quan đên cuôn sách (bản tiêng Việt) này mà chưa thông qua ý 
kiến của Chuyên san EXP. 
Các chỉnh sửa bao gồm: 
(¡) Thay đổi màu sắc theo tiêu chuẩn của EXP. 
(ii) Đánh số, định dạng lại paragraph cho toàn văn bản. 
(ii) Canh chỉnh kích thước hình ảnh, đóng khung, .... 
(iv) Sửa lại các định dạng Toán học cũ, MathType sang định dạng Toán học mới, Equation. 
(v) Định dạng lại các biêu thức để tương tác hoàn toàn với phần mềm Microsoft Mathematics 
(có thể sao chép - dán trực tiếp công thức mà không cần đánh máy lại). 
(vì) Kiểm tra chính tả, lỗi tính toán, lỗi đánh máy sót. 
(vii) Tính toán lại, định dạng sai số 9 chữ số thập phân (quy ước cho toàn bộ bài). 


Nhóm chúng tôi hoan nghênh mọi sự góp ý, bình luận của bạn để cho cuốn sách được hoàn 
thiện hơn. Mọi phản hôi vê cuôn sách này (phân tiêng Việt), độc giả có thê gửi email vê địa chỉ: 


hoangtrong2305 @ gmail.com 
tiêu đề ghi [Phản hồi Đạo hàm, Tích phân ứng dụng được gì?]. 


Trân trọng cảm ơn! 


Thành phố Hồ Chí Minh, ngày 05 tháng 02 năm 2016. 
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LỜI NÓI ĐẦU 


Chào bạn, tôi tên Võ Hoàng Trọng. Khi hoàn tất cuỗn sách này, tôi là sinh viên năm 2, khoa 
Toán — Tin học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên, Đại học Quôc gia Thành phô Hô Chí 
Minh. 


Tôi hiện đang là thành viên Chuyên san EXP. Đây là một trong các sản phẩm của nhóm chuyên 
san EXP, trực thuộc CLB học thuật, khoa Toán - Tin học, Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại 
học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh. Trong hơn 3 năm qua nhóm chúng tôi đã thực hiện các dự án 
quy mô nhỏ nhằm cải thiện tình trạng giáo dục Việt Nam, hút lại chất xám từ nước ngoài trở về, 
và hiện đại hóa các công cụ Toán học trong nước. 


Tôi tự nhận tôi là một đứa thích Toán. Khi tôi học cấp 3, tôi đã có thể tự giải những bài toán 
khó trên lớp mà không ai trong lớp giải được cũng như chẳng có ai hướng dẫn tôi cách làm, 
nhất là tích phân. Vào thời điểm ấ ây, tÔI có thể ngôi hàng HIỜ, liền chỉ để giải một bài tích phân 
nào đó và ngày hôm sau đem lên lớp nộp lấy điểm 10. Khi ấy, tôi đã biết khá nhiều cách giải 
các bài tích phân, tự mò có, tìm kiếm trên mạng cũng có, đương nhiên tôi lấy làm tự hào lắm. 


Vào cuối năm 12, tôi tự hỏi: “Không biết nước ngoài họ học đạo hàm, tích phân như thế nào?”. 
Với bản tính tò mò, tôi lên Google tìm kiếm và tôi đã tiếp cận trang www.intmath.com. Cùng 
với trang tra từ trực tuyến tratu.soha.vn để dịch từ vựng, tôi tò mò xem cách mà trang web này 
nói về đạo hàm, tích phân và sau đó tôi đã bị cuốn hút, không phải vì trang này có những cách 
giải hay, nhiều phương pháp mới mà là những ứng dụng trong đời sống hàng ngày của đạo hàm, 
tích phân, ví dụ như chọn chỗ ngồi dễ quan sát nhất trong rạp phim, cách thiết kế khúc cua của 
con đường, xác định trọng tâm của vật thể, tính công sinh ra, ... Ngoài ra, tôi còn biết được bản 
chất thực sự của tích phân là gì, dấu ƒ từ đâu mà ra hay dx mang ý nghĩa gì. Cách hướng dẫn 
của trang web này song hành lý thuyết lẫn ứng dụng thực tiễn, tạo được sự thu hút đối với tôi và 
tôi quyết định dịch các bải trong trong trang web đó nhằm làm nguồn tài liệu cho riêng mình 
cũng như chia sẻ cho bất kỳ ai có nhu cầu đọc và tìm hiểu những ứng dụng của đạo hàm, tích 
phân trong cuộc sống. 


Trước kia, tôi nghĩ tích phân là cái gì đó ghê gớm mà chỉ các bộ óc thiên tài mới nghĩ ra được, 
nhưng sau khi biết được lịch sử hình thành của chúng, tôi đã nghĩ sai. Sự thật thì ý tưởng hình 
thành khái niệm tích phân rất đơn giản và tôi tin ngay cả những học sinh lớp ó, lớp 7 cũng có 
thể hiểu được ý tưởng này. Đặc biệt hơn, những điều mà tôi nói ở trên hiếm khi được đề cập 
trong những tiết toán trên lớp. Còn việc tính tích phân ư? Trong lúc tôi còn không biết nên tính 
tích phân từng phần hay đặt â ân như thế nảo thì người ta đã nghiên cứu ra phương pháp lập trình 
trên máy tính và giải ra đáp số cho bất kỳ bài tích phân nào với độ chính xác đến kinh ngạc. 
“Người ta” ở đây chính là những người đã sống cách đây gần cả thế kỷ. Qua đó, tôi thấy rằng 
trình độ toán của mình đã tụt hậu xa so với Thế giới. 


Tôi đã nghe nhiều bạn hỏi răng: “Đạo hàm, tích phần có ứng dụng gì trong cuộc sống?” Đáng 
tiếc đây là phân thú vị và hấp dẫn nhất lại được đề cập quá ít trong sách giáo khoa. Hi vọng 
rằng qua cuốn sách này, bạn sẽ có câu trả lời. 


Lời cuối cùng, tôi chân thành cám ơn ông Murray Bourne, tác giả trang www.intmath.com đã 
cho phép tôi dịch nguôn tài liệu từ trang web này. 


Còn bây giờ, mời bạn bắt đầu hành trình khám phá những ứng dụng của đạo hàm, tích phân. 
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CHƯƠNG 1: TÔNG QUAN VÈẺ NGÀNH VI TÍCH PHẦN 


Ngành vi tích phân nghiên cứu về những đại lượng biến thiên phi tuyến tính, được sử dụng rộng 
rãi trong các ngành khoa học và kỹ thuật, xuất phát từ những vấn đề mà chúng ta được học (như 
vận tốc, gia tốc, dòng điện trong mạch) trong thực tế không hề đơn giản, gọn gàng, đẹp đẽ. Nếu 
những đại lượng thay đổi I cách liên tục, chúng ta cần phép vi tích phân để tìm hiểu xem 
chuyện gì đã xảy ra với đại lượng đấy. 


Ngành vi tích phân được phát triển bởi một nhà khoa học người Anh tên Issac Newton và một 
nhà khoa học người Đức là Gottfried Lebniz, 2 nhà khoa học này nghiên cứu l cách độc lập với 
nhau về những đại lượng biến thiên vào khoảng cuối thế kỷ 17. Đã có 1 cuộc tranh cãi rằng ai là 
người đầu tiên phát triển ngành vi tích phân, nhưng do 2 nhà khoa học này nghiên cứu độc lập 
với nhau nên chúng ta có sự hòa lẫn không được như ý về ký hiệu và cách diễn đạt khi dùng vi 
tích phân. Từ Lebniz ta có ký hiệu ^^ và ƒ_. 


Isaac Newton Gottfried Wilhelm von Leibniz 
(1642 — 1726) (1646 — 1716) 


Sự phát triển của đồng hồ chạy chính xác từng giây vào thế kỷ 17 mang lại nhiều ý nghĩa quan 
trọng trong khoa học nói chung và toán học nói riêng, và đỉnh cao của sự phát triên đó là ngành 
vi tích phân. 


Đối với các nhà khoa học thì đây là điều rất quan trọng để có thể dự đoán vị trí của những ngôi 
sao, qua đó hỗ trợ cho ngành hàng hải. Thử thách lớn nhất của các thủy thủ khi đi biển chính là 
xác định kinh độ của con tàu ở ngoài khơi, bất kỳ quốc gia nào đưa tàu được đến Thế Giới Mới 
đều sẽ mang về rất nhiều vàng bạc châu báu, thực phẩm, qua đó quốc gia trên sẽ trở nên giàu 
có. 


Newton và Lebniz xây dựng trên các phép toán đại số và hình học của Rene Descartes, người 
phát triên hệ tọa độ Descartes mà chúng ta đã gặp trong chương trình phô thông. 


Ngành vi tích phân này có 2 mảng chính: 
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Vị phân (hay đạo hàm) giúp chúng ta tìm ra tốc độ thay đổi của 1 đại lượng với l đại lượng 
khác. 


Tích phân, ngược với vi phân. Chúng ta có thể được cho trước l giá trị biến thiên nào đó và ta 
phải làm điêu ngược lại, tức tìm môi quan hệ ban đâu (hay phương trình ban đâu) giữa 2 đại 
lượng. 


Thê tích thùng rượu là một trong những vấn đề. 
được giải quyết băng cách sử dụng phương pháp vi tích phân 


I. VI TÍCH PHÂN TRONG HÀNH ĐỘNG 1 


Một tháp năng lượng cung cấp điện từ mặt trời bằng cách thiết lập hàng ngàn tắm gương có khả 
năng điều chỉnh được, gọi là gương định nhật, mỗi tắm gương được đặt trên đình tháp, thu năng 
lượng nhiệt từ mặt trời và cất giữ trong bể chứa những hạt muối đã được nấu chảy (nằm bên 
phải tháp) với nhiệt độ hơn 500°Œ. 


Khi cần dùng điện, năng lượng trong bê được dùng để tạo hơi nước truyền chuyển động cho 
turbine sinh ra điện (ở bên trái tháp). 


Vi tích phân (cụ thể trong trường hợp này là đạo hàm) dùng để làm tăng tối đa công suất quá 
trình này. 


% ”h T*Š xí ~- 


án năng lượng ở California 


c 
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Solar Two phục v 


H. VI TÍCH PHÂẦN TRONG HÀNH ĐỘNG 2 


Vi tích phân dùng để phát triển năng suất ô cứng và những thành phần khác của máy tính. 
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HI. MỤC LỤC 

Chương 2: Vi phân 

Chương này có 3 phần gồm: 

Phần 2.1 Vi phân: Giới thiệu sơ nét về đạo hàm và một số ví dụ cơ bản về kỹ thuật tính vi phân. 


Phần 2 2 Ứng dụng của vi phân: Nơi ta sẽ khám phá một số ứng dụng cơ bản, bao gồm cả tìm 
tiếp tuyến, những vấn đề về chuyên động cong cũng như tối ưu hóa. 


Phân 2.3 Vi phân hàm sô siêu việt: Ta sẽ khám phá cách tìm đạo hàm của một sô hàm sô như 
hàm sine, cosine, logarithms và hàm sô mũ. 


Chương 3: Tích phần 
Ba phần trong chương này là: 
Phần 3.1 Tích phân: Ta sẽ khám phá một số nét cơ bản của tích phân. 


Phần 3.2 Ứng dụng của tích phân: Nơi ta sẽ thấy vài ứng dụng cơ bản của tích phân gồm tính 
diện tích, thể tích, trọng tâm, moment quán tính, nạp điện tích và giá trị trung bình. Một điều 
thú vị là Archimedes đã năm được vài yếu tố để hình thành nên vi tích phân trước cả Newton và 
Leibniz tận 2000 năm! 


Phần 3.3 Công thức tính tích phân: Phần này sẽ cho các bạn thấy vài kỹ thuật tính tích phân. 
Chương 4: Bài đọc thêm 


Những câu chuyện lịch sử và một số cách tính vi tích phân khác sẽ được nêu trong chương này. 
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CHƯƠNG 2: VI PHÂN 
PHÂN 2.1: VI PHẦN (TÌM ĐẠO HÀM) 


BÀI 2.1.1 MỞ ĐẦU 


Nội dung trong phần 2.1 này: 

Bài 2.1.1 Mở đầu. 

Bài 2.1.2 Giới hạn và vi phân. 

Bài 2.1.3 Độ dốc của tiếp tuyến với đường cong (tính toán số). 
Bài 2.1.4 Nguyên lý cơ bản để tính đạo hàm. 
Bài 2.1.5 Đạo hàm với tốc độ thay đổi tức thời. 
Bài 2.1.6 Đạo hàm đa thức. 

Bài 2.1.7 Đạo hàm tích và thương. 

Bài 2.1.8 Vi phân hàm số có lữu thừa. 

Bài 2.1.9 Vi phân hàm ẩn. 

Bài 2.1.10 Đạo hàm cấp cao. 

Bài 2.1.11 Đạo hàm riêng. 

I. VIPHÂN LÀ GÌ? 


Phép vi phân chủ yếu tìm tốc độ thay đổi của đại lượng này với đại lượng khác. Chúng ta cần 
phép vi phân khi tôc độ thay đôi không có giá trị cô định, điêu này có nghĩa là gì? 


IH. TÓC ĐỘ THAY ĐỎI CÓ ĐỊNH 


Đầu tiên, ta sẽ khảo sát một chiếc xe chuyên động với tốc độ 60 km/h, đồ thị quãng đường — 
thời gian sẽ như thê này: 


2+ # (m) 
250 
200 


150 
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Chúng ta cần lưu ý rằng quãng đường tính từ điểm xuất phát tăng với hằng số có định là 60km 
mỗi giờ, vì vậy sau 5h chiếc xe đi được 300kzn. Chú ý rằng độ dốc (gradient) luôn là = =60 
trong toàn bộ đồ thị. Đây chính là tốc độ thay đối cô định của quãng đường theo thời gian, độ 
dôc luôn dương (vì đô thị đi lên khi bạn đi từ trái sang phải). 

II. TÓC ĐỘ THAY ĐỎI KHÔNG CÓ ĐỊNH 

Bây giờ ta quáng quả bóng lên trỜI. Dưới tác dụng của trọng lực thì quả bóng di chuyên chậm 
dân, sau đó bất đâu đi ngược chiêu chuyên động ban đâu và rớt xuông. Trong suôt quá trình 
chuyên động thì vận tôc quả bóng thay đôi từ dương (khi quả bóng đi lên), chậm về 0, sau đó về 
ầm (quả bóng rơi xuông). Trong quá trình đi lên, quả bóng có gia tôc âm và khi nó rơi xuông thì 
có g1a tôc dương. 


Ta có đồ thị mối liên hệ giữa độ cao hứn) và thời gian £(s). 


ï (m) 


œ3 ®à 3% ® 


‡ 
1 2 3 4 3 (8) 


Lúc này độ dốc của đồ thị thay đổi trong suốt quá trình chuyển động. Ban đầu độ dốc khá lớn, 
có giá trỊ dương (biểu thị vận tốc lớn khi ta ném bóng), sau đó khi quả bóng chậm dần, độ dốc 
ngày càng ít và bằng 0 (khi quả bỏng ở điểm cao nhất và vận tốc lúc đó bằng 0). Sau đó quả 
bóng bắt đầu Tớt Xuông và độ dốc chuyên sang âm (ứng với gia tốc âm) sau đó ngày càng dốc 
hơn khi vận tốc tăng lên. 


Độ dốc của một đường cong tại 1 điểm cho ta biết tốc độ thay đôi của đại lượng tại điểm đó. 


h: (m) độ đắc = ñ 


Khoa: TOÁN HỌC" 12 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 
IV. KHÁI NIỆM QUAN TRỌNG: TÍNH XÁP XỈ CỦA ĐƯỜNG CONG 


Bây giờ ta hãy phóng to một phần đồ thị gần vị trí £ = 1s (nơi tôi đánh dấu hình chữ nhật phía 
trên), quan sát một đoạn ngắn giữa vị trí t = 0.9s và £ = 1.1s, nó sẽ trông giống như thế này: 


4I 


37 


09092 094 09% 09 ! 102 104 106 10 11 


Lưu ý rằng khi ta phóng to đủ gần ở đường cong, nó bắt đầu giống như đường, thẳng. Chúng ta 
có thể tìm giá trị xấp xỉ độ dốc của đường cong tại vị trí t = 1 (chính là độ dốc của tiếp tuyến 
của đường cong được vẽ màu đỏ) băng cách quan sát những điểm mà đường cong đó đi qua gân 
t = 1 (tiếp tuyến là 1 đường thẳng tiếp xúc với đường cong tại duy nhất 1 điểm). 


Quan sát đồ thị, ta thấy rằng đường cong ấy đi qua (0.9; 36.2) và (1.1; 42). Vậy độ dốc của tiếp 
tuyên tại vị trí t = 1 khoảng: 
#z—x*x*¡  11—0:9 


= 201N/5S 
Đơn vị là m/s giống như vận tốc, vậy chúng ta đã tìm được tốc độ thay đổi bằng cách nhìn vào 
độ dốc. 


Rõ ràng, nếu chúng ta phóng to gần hơn, đường cong sẽ thắng hơn và ta sẽ có giá trị xấp xỉ 
đúng hơn cho độ dôc của đường cong. 


Ý tưởng của việc “phóng to” vào đồ thị và tìm giá trị xấp xỉ đúng nhất của độ dốc đường cong 
(cho ta biệt được tôc độ thay đôi) dân đên sự phát triên của vi phân. 


V. SỰ PHÁT TRIÊN CỦA PHÉP TÍNH VI PHÂN 


Cho đến thời đại của Newton và Lebniz thì vẫn chưa có 1 cách chắc chắn để dự đoán hay miêu 
tả vê hăng sô biên đôi của vận tôc. Có 1 sự cân thiệt thực tê đê hiêu làm như thê nào ta có thê 
phân tích và dự đoán các đại lượng có hăng sô biên thiên. Đó là lý do họ phát triên phép tính vi 
phân. 


VI. TẠI SAO PHẢÁI NGHIÊN CỨU PHÉP TÍNH VI PHÂN? 
Có rất nhiều ứng dụng của phép vi phân trong khoa học và kỹ thuật. 
Vi phân còn được dùng trong việc phân tích về tài chính cũng như kinh tế. 


Một ứng dụng quan trọng của vi phân đó là tối ưu hóa phạm vi, tức tìm điều kiện giá trị lớn 
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nhất (hay nhỏ nhất) xảy ra. Điều này TẤt quan trọng trong kinh doanh (tiết kiệm chỉ tiêu, gia 
tăng lợi ích) và kỹ thuật (độ dài lớn nhật, giá tiên nhỏ nhât). 
VII. VÍ DỤ VỀ TÓI ƯU HÓA 


Một hộp có đáy hình vuông được mở ở mặt trên. Nếu sử dụng vật liệu 64 cmZ thì thể tích lớn 
nhât có thê của hộp là bao nhiêu? 


Chúng ta sẽ giải quyết vấn để này trong phần sau: Ứng dụng của vi phân. 
VIH. TÍNH GẦN ĐÚNG MÀ CHÚNG TA SỬ DỤNG 

Những tính gần đúng dưới đây đều có giá trị rất quan trọng: 

Trị số gần đúng đề tìm độ dốc. 

Đại số gần đúng để tìm độ dốc. 

Tập hợp những quy luật của vi phân. 


Bạn có thê bỏ qua phần ứng dụng nếu bạn chỉ cần quan tâm đến cách tính vi phân, nhưng đây sẽ 
là một thiêu sót lớn vì bạn sẽ không biêt được tại sao lại có cách đó. 
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BÀI 2.1.2 GIỚI HẠN VÀ VI PHÂN 


Tiếp theo bài “Mở đầu”, để hiểu rõ hơn về ngành này, trước tiên chúng ta phải hiểu về giới hạn. 
IL GIỚI HẠN 


Trong việc nghiên cứu về ngành vi tích phân, chúng ta sẽ cảm thấy thú. vị về điều gì sẽ xảy ra 
với một hàm sô khi các giá trị khác nhau thay vào hàm thì hàm đó đến gần đề một giá trị cụ thể. 
Chúng ta đã bắt gặp điều này trong bài “Vi phân (đạo hàm)” khi phóng to đường cong để tìm 
giá trị xấp xỉ của độ dốc đường cong. 


I. GIỚI HẠN KHI x TIỀN ĐÉN MỘT CON SÓ CỤ THẺ 
Thỉnh thoảng việc tìm giá trị giới hạn của một biểu thức chỉ đơn giản là thế số. 
Ví dụ 1: Tìm giới hạn khi £ tiễn đến 10 của biểu thức P = 3£ + 10. 

Trả lời ví dụ 1 
Sử dụng ký hiệu giới hạn, ta viết như sau: 

. 
Ví dụ này không khó khăn gì cả, ta chỉ thế số 10 vào biểu thức và viết: 

Jim Gt +7)=37 

Điều này hợp lý vì hàm ƒ(£) = 3£ + 7 là hàm liên tục. 
Tuy nhiên có một vài trường hợp ta không thể áp dụng cách này. 


Ví dụ 2: Trong biểu thức sau thì hiển nhiên x không thể băng 3 (do mẫu số phải khác 0), hãy 
tìm giới hạn biêu thức khi x tiên đên 3: 


x^—=Zy=3 


/ƒ@=“— 


Trả lời ví dụ 2 


Chúng ta có thể thấy hàm số tiễn đến gần một giá trỊ cụ thể khi x tiễn đến 3 từ bên trái: 


L # |2.5|2.6|2.7|2.8|2.9 


§“""“ã35|36|3.7|3.8|3.9 


Tiếp tục tiến gần đến giá trị x = 3: 


2.00 | .179| 2.703 | 6.77 | 2.003 (| 2.27 
co || 0. J0 | 3.3/ | J.J0| 3.17 
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Tương tự, tiền đến 3 từ bên phải cho ta giá trị giới hạn tương tự: 


+ |3.5 | 3.1 | 3.01 | 3.00001 
_ƒ(x) | 4.5 | 4.1 | 4.01 | 4.00001 


Ta nhận thấy rằng các giá trị hàm tiễn gần đến 4. 


Ta việt: 


2 
xˆ—=2x—3 (x+ 1)(x—3) 

lim———————— = lim————————— = lim(& + 1) = 4 

x3 x—ä3 x3 x—ả3 x3 
Cách làm này đúng vì ta có x # 3. 
Đây là ví dụ cơ bản nhằm giới thiệu việc nghiên cứu giới hạn. Nó có vẻ khá ngớ ngân vì những 
gì ta làm chả khác gì bài toán câp 2, nhưng lại rât quan trọng vì nó thê hiện răng hàm không tôn 
tại giá trị thực nào khi x = 3, nhưng khi ta cho x ngày càng dân tới 3 thì giá trị hàm càng ổi về 
một giá trị thực (như trong ví dụ trên là 4). 


HI. GIỚI HẠN KHI x TIỀN ĐÉN 0 
Chúng ta phải nhớ rằng chúng ta không thể chia cho số 0. 


Nhưng có một vài điêu rât thú vị và quan trọng, đó là giới hạn khi x tiên đên 0 và nơi mà giá trị 
giới hạn xuât hiện khi ta có mâu sô băng 0. 


Ví dụ 3: Tìm giới hạn khi x tiến đến 0 của “S2, 


Trả lời ví dụ 3 


sin(0) 
0 


Ta không thê thay số 0 vào biểu thức vì không xác định. 
Không có phương pháp đại số nào đề tìm giới hạn này, nhưng ta có thể tìm bằng cách cho z tiến 
gân đên 0 từ bên trái và phải và có kêt luận răng: 
sin(z) 
lim =1 
x0 bú 


Một cách để kiểm chứng kết quả này đó là dựa vào đồ thị và ta thấy rằng giá trị hàm số khi x 
gân đên 0 là 1. 
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Có chỗ trống nơi x = 0 trong đồ thị nhưng nó quá nhỏ để chúng ta thấy được. 
IV. GIỚI HẠN KHI x TIỀN ĐẾN VÔ CỰC 
Ví dụ 4: Cho biểu thức s. chuyện gì sẽ xảy ra với biểu thức khi z tiễn ra vô cực? 
Trả lời ví dụ 4 
Rõ ràng khi giá trị x càng lớn thì giá trị biểu thức ngày càng nhỏ cho đến khi đến sát giá trị 0, ta 
nói rằng “giới hạn của h khi x tiến ra vô cực là 0”. 
V. GIỚI HẠN KHI GIÁ TRỊ BIẾN THIÊN Ở MẪU 


Một cách tông quát: 


Tương tự: 


Ta dùng những giá trị giới hạn này khi cần ước lượng giới hạn của các hàm số và đặc biệt hữu 
ích khi ta vẽ đô thị đường cong. 


Ví dụ 5: Tìm giới hạn: 


l Ệ — ¬ 
T9 6x+1 


Trả lời ví dụ 5 
Bài này không mấy rõ ràng giá trị giới hạn là bao nhiêu. Ta có thể thay z giá trị càng lớn dần 
vào biêu thức cho đên khi ta phát hiện điêu gì khả quan (hãy thử với 100, rôi 1 000, rôi 
1 000 000 và cứ thế). 


Hoặc ta có thể sắp xếp biểu thức và dùng công thức: 


Khoa: TOKÁN HỌC 17 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


lÌ 
lim C) =0 
x>‡œ \X 
để tìm giá trị giới hạn. 


Ta chia cả tử và mẫu cho z đề tạo ra biêu thức mà ta có thê đánh giá được giá trị giới hạn. 


ï =7) xT3\ 03 ï 
im = lim|ÃŠ——|=——-=-—- 
x>œ \6x + 1 xœ s+1 6+0 ⁄¿ 
Ñ 
= 


Chú ý rằng ta không thay ký hiệu œ vào biểu thức š_ vì nó không có nghĩa trong toán học. 


x 


Ẫ SIẢ O0)! sa ` Ạ Ũ A z 
Đừng việt mm. điêu này không đúng đâu nhé! 


Ví dụ 6: Tìm giới hạn: 


Trả lời ví dụ 6 
Cách thế số: Thay các giá trị lớn dần vào biểu thức như 100, rồi 10 000, rồi 1 000 000, ... và 
ta nhận thầy biểu thức tiền về — s. 


Cách đại số: Chia tử và mẫu cho xZ rôi lây giới hạn: 


VỊ. TÍNH LIÊN TỤC VÀ VIPHÂN 


Trong phần này ta sẽ lấy vi phân của đa thức, sau đó ta sẽ giải quyết nhiều hàm khó hơn, có khi 
ta không thê lây vi phân được. Ta cân phải hiêu điêu kiện nào đê một hàm có thê lây vi phân. 


Một hàm sô như ƒ(+) = xŸ — 6x? — x + 30 là hàm liên tục với mọi giá trị của x nên có thê lây 
vi phân với mọi giá trỊ của z. 
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Tuy nhiên, hàm số như ƒ(+) = == 


Hàm không liên tục tại 2 điểm đó, vì vậy ta không thể lấy vi phân với những giá trị như vậy. 


VI. HÀM SÓ NHIÊU PHƯƠNG TRÌNH VÀ VI PHÂN 
Hàm số nhiều phương trình lây được vi phân với mọi x nếu hàm số ấy liên tục với mọi z. 
Ví dụ 7: 


_ÖTàyto #⁄SÃI 
fŒ)=( 2x2 #1 


Hàm số này không liên tục tại x = 1, nhưng vẫn tồn tại giá trị tại x = 1 (cụ thê ƒ(1) = 1). Hàm 
số này có vi phân với mọi z trừ giá trị x = 1 vì hàm không liên tục tại điểm trên. 
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BÀI 2.1.3 ĐỘ T DÓC CỦA TIẾP TUYẾN VỚI ĐƯỜNG CONG (TÍNH TOÁN 
GIÁ TRD 
Trong bài viết này, tôi sẽ cho bạn thấy một trong những vấn đề có từ lâu, đó là tìm độ dốc tiếp 
tuyên của đường cong. Vân đê này có trước khi vi phân ra đời. 


Khi chúng ta mô hình hóa nhiều vấn đề vật lý bằng cách sử dụng đường cong, ta phải hiểu về 
độ dôc của đường cong ở nhiêu điêm khác nhau và ý nghĩa của độ dôc trong những ứng dụng 
thực tế. 


Hãy nhớ rằng: Ta đang có găng tìm tốc độ thay đổi của 1 đại lượng này so với đại lượng khác. 
Những ứng dụng bao gồm: 

+ Nhiệt độ thay đổi trong thời gian nhất định. 

+ Vật tốc của 1 vật thể rơi tự do trong khoảng thời gian nhất định. 

+ Dòng điện qua mạch trong thời gian nhất định. 

+ Sự biến thiên của thị trường chứng khoán trong khoảng thời gian nhất định. 

+ Sự gia tăng dân số trong khoảng thời gian nhất định. 

+ Nhiệt độ gia tăng theo tỉ trọng trong bình gas. 


Sau đó, ta sẽ khám phá ra tốc độ thay đổi của những điều trên bằng cách lấy vi phân hàm số và 
thay thê giá trị thích hợp vào. Bây giờ, ta bắt đâu tìm tôc độ thay đôi một cách gân đúng (có 
nghĩa là ta thay sô vào cho đên khi ta tìm được giá trị xâp xỉ phù hợp). 


Ta quan sát trường hợp tổng quát và viết phương trình phù hợp bao gồm ấn x (độc lập) và giá 
trị y (không độc lập). 


=/&) 


Độ dốc của đường cong y = ƒ(z) tại điểm P chính là độ dốc tiếp tuyến tại P. Ta cần tìm độ dốc 
này đề giải quyết nhiều ứng dụng vì nó cho ta biết tốc độ thay đôi một cách nhanh chóng. 


Ta viết y = ƒ(%) trên đường cong vì y là hàm theo +z, tức là, nếu z thay đồi thì y cũng thay đồi. 


* Ký hiệu A: 
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Ở ký hiệu này, ta viết: 
+ Thay đổi theo y là Ay. 
+ Thay đổi theo x là Az. 
Theo định nghĩa này, độ dốc được cho bởi: 


~Ä⁄ _72—Y: 
A sa “Si 


Ta dùng công thức này đề tìm nghiệm bằng số độ dốc đường cong. 
Ví dụ: Tìm độ dốc của đường cong y = z tại điểm (2; 4) sử dụng phương pháp tính bằng số. 
Trả lời ví dụ 


Ta bắt đầu với điểm Q(1; 1) vì gần với điểm P(2; 4). 


Độ dốc của PQ tính bởi: 


TC im. 0p cả, 
X2 T X1 2—1 


Bây giờ ta di chuyên điểm @ quanh đường cong, tiến đến gần P, dùng điểm Q(1.5; 2.25) gần 
với P(2; 4). 
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Dễ tính độ dốc đường cong PQ là m = 3.5. 


Ta thấy đây là giá trị xấp xỉ phù hợp với độ dốc tiếp tuyến tại P, nhưng ta có thể tìm được giá 
trị xâp xi tôt hơn. 


Bây giờ ta di chuyển Q lại sần P hơn nữa, giả sử Q(1.9; 3.61). 


Bây giờ ta có: 


P@, 4) 
Q(1.9,3.61) 


Vậy ta tính được mm = 3.9. 

Ta thấy ta đã gần tìm được giá trị độ dốc cần tìm. 

Bây giờ nếu Q tiếp tục di chuyển đến (1.99; 3.9601), độ dốc PQ là 3.99. 
Nếu 0 là (1.999; 3.996 001) thì độ dốc là 3.999. 


Rõ ràng, nếu x — 2 thì độ dốc PQ — 4, nhưng ta lưu ý rằng ta không được lấy x = 2 vì như 
vậy phân sô của ?n có 0 ở mâu, điêu này là vô lý. 


Ta đã tìm được tốc độ thay đôi của y theo z là 4 tại điểm x = 2. 


Khoa: TOZÁN HỌC" 22 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


BÀI 2.1.4 NGUYÊN LÝ CƠ BẢN ĐẺ TÍNH ĐẠO HÀM 


Trong bài này, chúng ta sẽ tính vi phân của một hàm bằng “nguyên lý cơ bản”. Tức là chúng ta 
sẽ băt đâu từ một mớ hôn tạp và sau đó dùng đại sô đê tìm công thức tông quát cho độ dôc 
đường cong ứng với mọi giá trỊ của z. 


“Nguyên lý cơ bản” có thể hiểu là “công thức A “vì nhiều bài viết sử dụng ký hiệu Ax (ứng với 
sự thay đôi của x) và Ay (ứng với sự thay đôi của y). Điêu này vô tình làm cho đại sô thêm 
phức tạp, nên chúng ta dùng h thay thê cho Ax, ta vân gọi là “công thức A”. 


y =/) 


Ta tìm kiếm một cách thức đại số đề tìm độ dốc của y = ƒ(z) tại P theo cách thay số mà ta đã 
xem trong bài “Đồ đóc của tiêp tuyên với đường cong (tính toán giá trị)”. 


Ta có thể tính xấp xỉ giá trị này bằng cách lấy I điểm nào đó gần P(z; LÃ ẤX}], giả sử như 


Q(x+h;ƒ(œ + h)). 


@ (x+h, ƒ#x+h)) 


Giá trị Ẳ là giá trị xâp xỉ của độ dôc tiêp tuyên ta đã yêu câu. 
Ta có thê việt độ dôc này là: 


_ Ay 
BE 


Nếu ta di chuyển Q ngày càng gần tới P, đường PQ sẽ gần trùng với tiếp tuyến tại P và độ dốc 
của PQ gân băng với độ dôc ta cân tìm. 
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Nếu ta để Q trùng với P (tức h = 0) thì ta sẽ có chính xác độ dốc tiếp tuyến. 
Bây giờ 2 có thể viết thành: 


TÁC là sổ LÍ  eơi §C.2) 


1_ 
h h 
Tương đương độ dốc PQ là: 


m—72—ì _ Ay _ ƒœ+h)— ƒG) 
_ #a—Xi ẤX h 


Nhưng ta đang tìm độ dốc tại P nên ta cho h dần tiến đến 0 dẫn đến Q tiến đến H và : tiễn tới 
độ dốc ta đang tìm. 

I. ĐỘ DÓC ĐƯỜNG CONG THEO ĐẠO HÀM 

Ta có thể viết độ dốc tiếp tuyến tại P là: 


đy _ mi Œ+h)T ƒ@) 
dx h0 h 


Đây chính là nguyên lý cơ bản đề tính đạo hàm (hay công thức A) là tốc độ thay đổi tức thời của 
y theo #. 


Điều này tương đương với điều sau (nơi trước đó ta đã dùng h thay cho Ax): 


dy - l Ay 
ñr say 
Bạn có thê viết công thức A thành: 
tý - .. ƒŒ+Ax)=ƒfã) 
—= liñn ————————— 
dx  Ax>0 Ax 
I. LƯU Ý VỀ ĐẠO HÀM 
QUAN TRỌNG: Đạo hàm (vi phân) có thẻ viết theo nhiều cách, điều này có thể dẫn đến một số 


phiền phức cho những bạn mới nghiên cứu vi phân: 


Điều theo sau đây tương đương cách viết đạo hàm bậc 1 của y = ƒ(z): m hoặc ƒ”(+) hoặc y'. 
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z z ¬ dy . ¬ 2 
Ví dụ 1: Tìm -— khi y =ãY  +ủ42. 
Trả lời ví dụ 1 
Ta có: 


ƒ() = 2x?+3x 


ƒ(x+h) = 2(x + h)? + 3(x + h) = 2xˆ + 4xh + 2h? + 3x + 3h 
Bây giờ ta cần tìm: 


cà ƒŒ&+h)- ƒŒ) 
Me I0 ST) Tìn| “E aihEuy „BMP Jlh 0c; 


dx h0 h 
__ (2x? + 4xh + 2h? + 3x + 3h)— (2x? + 3x) 
TH h 


= lim(4x + 2h +3) 
h0 


=4x+3 
Chúng ta đã tìm ra biểu thức cho ta độ dốc tiếp tuyến ở bất kỳ nơi nào của đường cong. 
Nếu x = 2 thì độ dốc là 4(—2) + 3 = —5 (đường màu đỏ trong hình dưới). 
Nếu z = 1 thì độ đốc là 4(1) + 3 = 7 (xanh lá cây). 
Nếu x = 4 thì độ đốc là 4 x (4) + 3 = 19 (đen). 


Ta có thể thấy đáp án là đúng khi ta vẽ đường cong ra đồ thị (hình parabola) và nhận xét độ dốc 
tiêp tuyên. 


Đây chính là điều làm cho vi tích phân rất hữu dụng, ta có thể tìm độ dốc bất cứ đâu trên đường 
cong (ứng với tôc độ thay đôi của hàm sô ở bât cứ đâu). 
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Ví dụ 2: 
a) Tìm y' của y = x2 + 4z. 
b) Tìm độ dốc tiếp tuyến tại x = 1 và x = —ó6. 
c) Vẽ đường cong và cả 2 tiếp tuyến. 
Trả lời ví dụ 2 


thẻ Œ —IÊỆ ọ A ".. . HN ‹ \ j 
a) Chú ý: y' tức “đạo hàm bậc 1”, có thê việt thành - 


Đặt: 
ƒ(z) =x?+4x 
Ta được: 
ƒ(x +h) = (x+ h)° + 4(x + h) = xˆ? + 2xh + h? + 4x + 4h 
Vì vậy: 
dy _.. ƒ(x+h)—ƒ(œ) 
——- = lim———————— 
dx h0 h 
__(Œ+h)?+4+h))— (x? + 4z) 
= lẻ ——Ñ—Ypr 


= lim(@2x +h+4) 


=2x+4 
b) Khi x = 1;m = 2(1) +tẪ=% 
Khi x = —6;?n = 2(—6) + 4 = -8. 
c) Đồ thị: 
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BÀI 2.1.5 ĐẠO HÀM VỚI TÓC ĐỘ THAY ĐÔI TỨC THỜI 


Đạo hàm cho ta biết tốc độ thay đôi của một đại lượng so với đại lượng khác ở vài vị trí hay 
điểm riêng biệt (nên ta gọi là “tốc độ thay đổi tức thời”). Khái niệm này có nhiều ứng dụng 
trong điện từ học, động lực học, kinh tế học, tràn chất lỏng, kiểu mẫu dân số, lý thuyết sắp hàng 
và còn nhiều nữa. 


Bắt cứ khi nào một số lượng luôn thay đổi giá trị, ta đều có thể dùng vi tích phân (vi phân và 
tích phân) đê mô tả trạng thái của nó. 


Trong bài này, ta sẽ bàn luận về những sự việc xảy ra trong những khoảng thời gian rất nhỏ, nên 
ta sẽ dùng A£ thay vì Ax như ta thây ở bài “Nguyên lý cơ bản đề tính đạo hàm”. 


Chú ý: Bài viết này là một phần của bài viết “Tổng quan về ngành vì tích phân”. Ta sẽ nghiên 
cứu vài quy luật dễ hơn nhiều trong cách tính vi phân trong bài viết tiếp theo “Đạo hàm đa 
thức”. 

I. VẬN TÓC 

Như ta đã biết, vận tốc chính là thương số giữa quãng đường và thời gian vật đi hết quãng 


đường đó, nhưng điều này chỉ đúng khi vận tốc là hằng số cô định (hay vật chuyển động đều). 
Ta cần một công thức khác khi vận tốc thay đổi theo thời gian. 


Nếu ta có biểu thức cho s (quãng đường) theo £ (thời gian) thì vận tốc ở bất kỳ thời điểm nhỏ £ 
nào được tính bởi: 
As 


ứ = lim — 
At>0 A£ 


Đề làm đại số trở nên đơn giản hơn, ta dùng h thay cho A£ và viết: 
sà JSC 0) S5 VỀ) 
&= lim —————————— 
h0 h 


Ví dụ: Một vật thể rơi từ cái giá đỡ được quãng đường s theo cm được cho bởi s = 490£7, £ 
tính theo giây (s), hỏi vận tôc vật thê khi £ = 10s? 


Trả lời ví dụ 


Đây là đồ thị của s (quãng đường) theo thời gian (tính theo giây). Ta thấy rằng vận tốc (tương 
đương với độ dốc tiếp tuyến của đường cong) không cô định. Ban đầu, độ dốc là 0 (đường cong 
nằm ngang), theo thời gian, vật thể tăng tốc, độ dốc đường cong trở nên dốc hơn (thăng đứng 
hơn). 
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Bây giờ vận tốc được tính bởi: 


""....=.. 
lũ ————— 


ụ= men h 
Nên ta có: 
_ ƒŒ+h)—ƒŒ) 
+ = lim ————— 
h0 h 
__ (490Œ + h)?) — (490£2) 
= lim ———————————————— 
h—0 h 


lim(490Gt +h)) 


= 980£ 

Nên ø = 980ể là biểu thức cho ta biết vận tốc vật thể ở bắt kỳ thời điểm nào (£ > 0). 
Khi £ = 10s;  = 980 - 10 = 9 800 cm /s. 
Nên vận tốc khi £ = 10s là 98?n/s. 
Ta viết vận tốc là ø = = hay ta có thê viết ø = s”. 
Đạo hàm cho ta biết: 

+ Tốc độ thay đôi của một đại lượng so với đại lượng khác. 

+ Độ đốc tiếp tuyến của đường cong ở bắt kỳ điểm nào. 


Ấn xế : sUỆ „3g. .4-Â „ ~ : ` ä 
+ Vận tôc khi ta biệt biêu thức s quãng đường là  = - 


ÿ% Ø2 ị 2i) vĩ. „Út ò AC. ÚỂ & du 
+ G1a tôc khi ta biêt biêu thức 0œ vận tôc là a = m 


H. CÂU HỎI ĐỘC GIÁ 
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Một người đọc thường hay hỏi: 

“Ý nghĩa của “7 là gì?”. 

Đây là câu trả lời của tôi: 

Một cách đơn giản, . nghĩa là “sự thay đổi của y so với sự thay đổi của £ ở giá trị chính xác 
gia”, 


Khái niệm trên được dùng khi đại lượng y phụ thuộc vào một hằng số thay đồi. Để dễ hiểu hơn, 
ta hãy lây nhiệt độ môi trường làm ví dụ. Giả sử bạn đang ở Melbourne, Uc (nơi có nhiệt độ 
chênh lệch khắc nghiệt), và ta muôn biệt bây giờ nhiệt độ gia tăng nhanh đên mức nào. 
Ở mùa đông, về đêm, nhiệt độ thông thường là 2°C, ở mùa hè (6 tháng sau) về đêm, nhiệt độ có 
thê lên đên 26°Œ. Tôc độ thay đôi trung bình là: 

26—=2_ 24 


P Sở TOỂG Œ/tháng 


Đây là giá trị trung bình xa, không phải _. 


Nhưng bây giờ hãy nghĩ về một ngày trong hè. Lúc 6: 00 sáng nhiệt độ có thê là 13°Œ, và 1: 00 
chiêu lên đên 27°Œ, giá trị thay đôi trung bình là: 
27—13 


=N (C3 
n k 


& ^ „ dy 
Ta vân không có - 


Bây giờ hãy giả sử lúc 9:00 sáng là 20°Œ và lúc 10:00 sáng là 22.4°C nên giá trị thay đổi 
trung bình là: 
22-3 2Ÿ 


sÀ 0.04°Œ/phút (tương đương 2.4°Œ/h) 


Ta có thê tiến đến những khoảng thời gian nhỏ hơn (như s; ms;ns và hơn nữa) để dự đoán sự 
Ấ `. xs.ố. 2 + W đã v& sử ¬ . 
thay đôi nhiệt độ lúc 10: 00 sáng. Sự dự đoán này được biêu diễn bởi khái nệm = 


Nói một cách lịch sử, những gì tôi mô tả trong “Độ dốc của tiếp tuyến với đường cong (tính 

toán giá trị)” chính là những điêu người xưa đã làm trước khi Newton và LeIbniz cho ta phép 

tính vi phân. 

Trong bài “Nguyên lý cơ bản để tính đạo hàm”, ta thấy cách tiếp cận đại số mà Newton và 
"... AN- . ẽ sư vờ r s_ SỰ Là 2 ` ` 

LeIbn1z đã phát triên. Bây giờ ta có thê tìm giá trị dự đoán của ¬ băng các quy trình toán học 

dựa trên hàm số mà không cần phải thay số trong mọi vị trí. 


Ở bài viết tiếp theo fa sẽ thấy nhiều quy luật dễ hơn cho vi phân. Ta sẽ ít dùng “nguyên lý cơ 
bản” nhưng sẽ rất là tốt để nắm rõ vi phân xuất phát từ đâu và nó giúp ích gì cho ta. 
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BÀI 2.1.6 ĐẠO HÀM ĐA THỨC 
Ta có thể tìm đạo hàm một đa thức mà không cần dùng công thức A ta đã gặp trong bài 
“Nguyên lý cơ bản đê tính đạo hàm. 


lsaac Bo và Gottfried Leibniz đã thu được những quy luật dưới đây vào đầu thế kỷ 18, họ 
đã theo cái “cơ bản” để tiến đến vi phân, từ đó làm cho cuộc sống chúng ta trở nên thuận tiện 
hơn. 


Đây là điêu cơ bản, tức là nêu một đại lượng có giá trị hăng sô 
cô định, hiên nhiên tôc độ thay đôi của nó băng 0. 


Lũy thừa 
bậc ? của x Chứng minh theo công thức A. 
* 


ỞƠ đây y là một hàm sô theo x, có nghĩa khi ta tìm đạo hàm của 
một hăng sô nhân với hàm sô đó thì cũng giông như tìm đạo 
hàm hàm sô trước, sau đó nhân cho hăng sô. 


Tích có 


hằng số € 


Ở đây 1 và ø là hàm số theo x, đạo hàm của tổng thì bằng với 
đạo hàm của cái đầu tiên cộng với đạo hàm của cái thứ hai. 
Nhưng điều này sẽ không còn đúng với đạo hàm tích 2 số mà ta 
sẽ gặp ở bài sau. 


IL VÍ DỤ 
Ví dụ 1: Tính đạo hàm: 

y=—7x5 
Trả lời ví dụ 1 


Sử dụng quy tắc sau: 


Ta đưa —7 ra phía trước: 


——=Íy*\ì= 1/1 
1x 4") TIX 


Cho ta: 
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d 
—7—(+x®) = —7 - 6x° = —42x° 
dx 


Chú ý: Ta có thể làm bước sau: 


=. = —42xề 
Ta có thể viết: = = —42xŠ hoặc y' = —42xŠ đều có nghĩa như nhau. 
Ví dụ 2: Tính đạo hàm: 

y=3x°—1 


Trả lời ví dụ 2 
y=3x°—1 
Bây giờ: 
d 
—(3x°) = 3: 5x1 = 15+! 
dx 


dc _ 4 
Vì ¬ 0 nên ta việt: 


d 
L RSÀ k 
Vậy: 
dy - d E d —— ả 
jav 


Ví dụ 3: Tính đạo hàm: 
y=13xẺ—6x3—x— 1 
Trả lời ví dụ 3 
Bây giờ ta tính theo thứ tự: 
.. “ĐK, c lÊ su P— P1] 


d d 
— (6# ) = —183Ÿ, P (+x”")= nxn71) 
đx đx 


d d 

——|[— ==—= “` ..ố.. ốc Tìĩ6c n1 
Tà #) 1, ÔN 1 x0") nx ) 
tia pc 

` }=0 _ 0 
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d 
_ &E2/?=iinz~1 
dx 
Ví dụ 4: Tính đạo hàm: 
1 1 
1¬. ca. s... 
+ PA +2* 3 
Trả lời ví dụ 4 
lÌ 1 
1-1... ... 
M PA T3 E) 


Lấy vi phân từng phần một, ta có: 


1 4 
Vy 
152") DA cứu 
d 
37) = 
x3) 
Vậy: 
dy d L |. ?) 
=.=-.-= = À- = —2x7 2x3 
SP ={ xế Šz7 3 XÃ” nề 


Ví dụ 5: Xác định đạo hàm: 
y=xz?-9xˆ—-5x 
tại điểm (3; 15). 
Trả lời ví dụ 5 


y=xz?-9xˆ—-5x 


dy 
dx 


Tại điểm có x = 3 thì giá trị đạo hàm là: 


= 4x3 — 18x — 5 


dy 


=4-3?—18-3—5=49 
dxÌx=3 


Điều này có nghĩa độ dốc của đường cong y = x* — 9x2 — 5x tại x = 3 là 49. 


Ví dụ 6: Tìm đạo hàm hàm số: 
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Trả lời ví dụ 6 
Ở trường hợp này ta có phân số và số âm lũy thừa của x (nên đây không phải đa thức). 


Quy luật vi phân vẫn được áp dụng: 


Ta có thê viết lại thành: 


Vị phân cho ta: 
dy 1 
cu, 200/24) <1... 1. =ïÏ —1—1 
dx T” (~1)z 
1 _3 ] 
=_— 4 2x 
ˆZ + 2x 
1 2 
= — + — 
4vx3 x*x 
H. BÀI TẬP 


Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong y = 3x — *Ÿ tại x = 2. 


Trả lời 
Ta có: 
y=3x-—xÌ 
dy 
——=3-3+z? 
dx _ 
Và giá trị đạo hàm với x = 2 là: 
d 
si =3_-3-2ˆ=-—9 
dxÌy=a 


Vì y = 3x — +3 nên khi x = 2 thì y = —2. 
Nên ta cần tìm phương trình đường thẳng đi qua (2; —2) có độ dốc —9. 
Sử dụng công thức tổng quát của phương trình đường thắng: 

yT—y¡ = m(% — #1) 


Ta được: 
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ỳ+2=eẽ-90h =7) 
Vậy phương trình cần tìm là: 
y=_-9x+16 
Hay viết dưới dạng tổng quát: 


9x+>y—16=0 
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BÀI 2.1.7 ĐẠO HÀM TÍCH VÀ THƯƠNG 


I. CÔNG THỨC TÍCH 
Nếu u và ø là 2 hàm số theo x thì đạo hàm tích ø được xác định bởi: 


dŒu0) —_ xố: du 
dx = tuy , 


Phát biêu thành lời: 


“Muôn đạo hàm tích hai hàm sô, ta lây hàm sô thứ nhât nhân với đạo hàm hàm sô thứ hai cộng 
với hàm sô thứ hai nhân đạo hàm hàm sô thứ nhât”. 


Công thức này từ đâu mà ra? Như nhiều công thức vi phân ta đã gặp đều được chứng minh dựa 
vào “Nguyên lý cơ bản đề tính đạo hàm. 


Ví dụ 1: 
Nếu ta có tích 2 hàm số: 
y = (2x? +6#)(2x + 5x”) 
Ta có thể tính đạo hàm trực tiếp mà không cần phải phá ngoặc nhân phân phối. 
Trả lời ví dụ 1 
Ta có 2 hàm số u = 2x? + 6x và u = 2x3 + 5z. 


Ta dùng công thức tích: 


Đầu tiên ta tính: 


du 
— = 6xˆ + 10x 
dx 
Và: 
II TT, 
dx - dh 


Sau đó ta viết: 


= (2x? + 6x)(6x? + 10x) + (2x3 + 5x?)(4x + 6) 
= 20x + 88x + 90xZ 
Ví dụ 2: Tính đạo hàm: 
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y =(x3— 6x)(2 — 4x) 
Trả lời ví dụ 2 


Nhận thấy dạng 1, cụ thể: 


t =x”—6x 
U=2— 4x 
d(u0) du du 


= (xỶ — 6x)(—12x) + (2 - 4x)(3x? — 6) 


—24x° + 96x3 + 6x2 — 18 


Chú ý: Ta có thể viết công thức tích này theo nhiều cách: 


d(u0) —_ đU # du 
dX ”dx dx 


Hay: 


d(ƒŒœ)g(4)) _ 
dx = 


dg() dƒ(+) 
dx +øŒ) dx 


ƒŒ@) 


Hoặc: 
(uu}' = u"u +ư'"u 
II. CÔNG THỨC THƯƠNG (PHÂN SÓ) 
Nếu ứ và 0ø là 2 hàm số theo x thì đạo hàm thương : được xác định bởi: 
bai Œ)= Time 
Phát biểu thành lời: 


“Đạo hàm thương số băng mẫu sô nhân đạo hàm tử sô trừ tử sô nhân đạo hàm mẫu sô tất cả 
chia cho mâu sô bình phương”. 


Ví dụ 3: Tính đạo hàm: 


— 2x3 
_ 4#đ—x 


Trả lời ví dụ 3 


MÓ 


^ Ặ ` Ẫ z tt lê ` 
Nhận thây hàm sô có dạng 7; VỚI t 2*" và =ả—#, 


Dùng công thức thương, ta được: 
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du - 


beb ST co. 
Km 6x 


Lại có: 
: „ấu VÉ” 
MU_ “dx “dx 
CD 
_ (‡4—x)(6x”)— (2x”)(—18 
s (4 — x)? 
— 24x? —4xŠ 
_—_ (4+—xz)2 
Ví dụ 4: Tìm ca của: 
g dx 
— 4x? 
_x3+3 


Trả lời ví dụ 4 


kỦ 


Ta đặt u = 4x2 và u = x3 +3. 


Dùng công thức thương, ta được: 


Lại có: 

d ( vấn — lấn 

tu ¬) mm. 

— (x3 + 3)(8x) — (4x?)(3x?) 
(x3 +3)2 


—4x? + 24x 


_ (x3+3)2 


Chú ý: Ta có thể viết công thức thương này theo nhiều cách: 
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"p1. 
Ẳ“ 2Ï (øœ)) 


d Ð 0u" — uụu' 
dx \0 12 
Bi u"U — u0w' 


U v2 
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„ưynz,¬x7 


I. HÀM HỢP 
Nếu y là hàm số theo +, còn 1 là hàm số theo z thì ta nói: “y là hàm hợp theo ”. 
Ví dụ 1: Hãy mô tả phương trình: 

y=(5x+7)12 

Trả lời ví dụ 1 
Nếu ta gọi  = 5x + 7 (biểu thức trong ngoặc) thì phương trình trên viết lại thành: 
y=u12 

Ta đã viết y là hàm số theo +, và tương tự + là hàm số theo z. 
Đây là khái niệm quan trọng trong vi phân. Những phương trình ta gặp đến bây giờ sẽ là 
phương trình trong phương trình và ta cân phải nhận diện chúng đề có thê tính vi phân một cách 
chính xác. 
H. QUY TẮC XÍCH 


Đề tìm đạo hàm hàm hợp, ta cần sử dụng quy tắc xích: 


Điêu này có nghĩa ta cân phải: 


() Nhận diện (luôn luôn chọn biểu thức nằm trong cùng, thường nằm trong ngoặc hay dưới 
dấu căn). 


(ii) Sau đó ta cần ghi lại biều thức y theo 0u. 


(iii) Đạo hàm y (theo 1) sau đó ta biểu diễn lại mọi thứ theo z. 


du 


(iv) Bước tiếp theo ta tìm Am 


(v) Nhân ^ với —. 
Ví dụ 2: Tìm “” của: 
ï dx 
y=Ð +3} 
Trả lời ví dụ 2 
Trong trường hợp này ta đặt  = xZ + 3, từ đó ta được y = 1”. 


Ta nhận thấy răng: 
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+ 1 là hàm sô theo z. 


+ y là hàm số theo 1u. 


k2 : ÂU c HÀ, X_ „x._ 8ÿ đụ 
Theo quy tắc xích, đâu tiên ta cân tìm ni HÀ 
7 4 ý 4 
—— = 5u” = 5(xˆ + 3) 
du 
du 
——= 2x 
Ñ 
Vậy: 
dy _ dydu 
dx  dudx 
=ñ(x? +3) 02) 
= 10x(x? +3)! 
Ví dụ 3: Tìm ^” của: 
đx 
y=w4xˆ—x 


Trả lời ví dụ 3 
Trong trường hợp này, ta đặt u = 4x2 — x, từ đó ta được y = Vư = u1⁄2, 
Một lần nữa: 
+ + là hàm số theo z. 
+ y là hàm số theo 1. 


Sử dụng quy tắc xích, ta cần tìm: 


dy _ 1 si 6 - 1 
du 2” 2ýu 2V4x2=x 
Và: 
HIẾP Tế | 
dx 
Vì vậy: 


dy dydu — 8x—1 
dx dudx 2N4x?—x 
HI. ĐẠO HÀM HÀM SÓ CÓ LŨY THỪA 


Mở rộng ra với quy tắc xích chính là công thức lũy thừa cho vi phân. Ta đang tìm đạo hàm của 
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1u” (lũy thừa của hàm số): 


du 
_——_ HÀ = n„—1_— — 
dx (I”) = Tại dx 


Ví dụ 4: Ở phương trình sau: 
y = (2+3 - 1)? 
Ta có hàm số có lũy thừa. 
Trả lời ví dụ 4 

Nếu ta đặt u = 2x3 — 1 thì y = u. 
Vì vậy: 

+ y là hàm số ấn + lũy thừa. 

+ là hàm số ân x (u = ƒ()). 


Để tính đạo hàm biểu thức trên, ta có thể dùng công thức mới: 


d du 
E HÀ = H1 _ — 
dx IS HỘ dx 
Với tu = 2xŠ — 1 vàn = 4. 
Vì vậy: 
uủ 
_ TẢ = mn„—1_—— 
dx .” dx 


= (4(2xỶ — 1)3)(6xˆ) 
= 24xˆ(2x3 — 1)° 


Đương nhiên ta có thể dùng quy tắc xích: 


dy _ dydu 
dx  dudx 
IV. THỨ THÁCH 
Tìm đạo hàm hàm SỐ: 
— x?(3x+ 1) 
— *#+2 


Trả lời thử thách 
Ở ví dụ này, ta có phân số với tử số là phép nhân. 


Một lần nữa, ta có y = n với u = x2(3x + 1) và 0 = x‡ + 2. 
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Công thức phân số yêu cầu dạng ` nhưng 0ú lại là tích. 
Đặt u = pq với p = xŸ và q = 3x + 1. 


du - Gà IÊN dp 
dx Fdx Ty 


=# ”-3+(3x+1)(2x) 


=9x”+2+ 
Ngoài ra ta có: 
du 
_— = 4x 
dx : 
Vì vậy: 
1u du du 
dy 4Â) _"ay- dx 
dx b3 1ˆ 


_ (x† + 2)(9x? + 2x) — (x)(3x + 1)(4+3) 
s (x++ 2)2 


_ —3x{° —x° -J\18xˆ + 4x 
P œ*+2)2 
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BÀI 2.1.9 VI PHÂN HÀM ÂN 
Chắc hãn các bạn từng gặp những phương trình mà y không thể biểu diễn theo x chỉ bằng cách 
chuyền vê, chăng hạn: 
y*#+ 2xˆ*y? + 6x? =7 
Đề tính " theo những cách thông thường trước đây thì rất phức tạp để biến đổi y theo x, thậm 
chí là không thẻ. 


Vậy ta phải có một cách nào đó để tính vi phân nhằm xác định tốc độ thay đôi của y khi x thay 
đôi. Đê làm được điêu này thì chúng ta cân biệt đên vi phân hàm ân. 


Hãy xem qua một số ví dụ sau: 
ý › -Ä „ W & 
Ví dụ 1: Tìm biêu thức 2x ñÊu: 
y“+x°—7x?—5x1=0 
Trả lời ví dụ 1 
y'“+x°—7x?—5x1=0 


Ở ví dụ này ta dễ dàng phân tích y theo +, từ đó tính vi phân một cách đễ dàng. Thế nhưng ta 
hãy sử dụng một cách khác đê tìm vi phân xem. 


Phân A: Tìm đạo hàm với x của y. 


Để vi phân biểu thức này, ta coi như y là hàm theo z và sử dụng “Đạo hàm hàm số có lấy 
thừa”. 


Cơ bản: Tiến hành các bước tính đạo hàm: 


d dy 
m 0 hy 
d dy 
—— (y2 Ì= Xe 
dx 02 z dx 
d dy 
C sy 9e e 06 = 
b3 0) dx 
Tương tự: 
d dy 
Kuai  , 0S To má 
TU NẾ dị 
Phần B: Tìm đạo hàm theo z của: 
x°—7x?—— 
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Đây là cách tính vi phân thuần túy: 


—(° — 7x? ¬ = 5x? — 14x = 
Phần C: 

Ở về phải của phương trình, đạo hàm của 0 là 0. 

Bây giờ kết hợp phần 4; B; €. 


› 4y 


5 
4y qx 1 5” 14x +; =0 


Chuyền về ta được kết quả: 

ủy “5⁄7 14<= = 

dx 4y. 
Ví dụ 2: Tìm độ dốc tiếp tuyến tại điểm (2; —1) của đường cong: 

2y+5—x”-yÌ=0 
Trả lời ví dụ 2 

Đi từ trái sang phải, ta có: 
Đạo hàm của 2y: 


d dy 
`ˆ =2—— 
dx (3) dx 


Đạo hàm của 5 là 0. 
Đạo hàm của xZ là 2z. 
Đạo hàm của y: 


d dy 
— f exy 
K= Ẩ) Sử 


Kết hợp lại, vi phân hàm ẩn trên cho ta: 


dy dy 
2——--2x—3y”——= 
dx VN: dx ˆ 
Thu gọn: 
dy 
2-3y?”)—=2 
@-3y)—=2x 


^ 


Vậy: 
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dy __ 2x 
dx 2— 3y? 


Vậy khi x = 2 và y = —1: 


dy _ An s 
dx 2—3-(—-1)2 - 


Vậy độ dốc tiếp tuyến tại (2; —1) là —4. 
Hãy quan sát chúng ta làm gì, ta vẽ đồ thị đường cong: 
2y+5—xz?—-y3=0 


Sau đó ta vẽ tiếp tuyến tại (2; —1), quả thực độ dốc tiếp tuyến là —4. 


Ví dụ 3: (Bao gồm công thức tích). 
Tính “” của: 
dx 
y*#+ 2xˆ?y? + 6x? =7 
(đây chính là ví dụ đã nêu ở đầu bài). 
Trả lời ví dụ 3 
Đề đơn giản hóa vấn đề, ta chia nhỏ câu hỏi thành nhiều phần. 
Phần A: Tìm đạo hàm theo x của y. 


d dy 
—(y)= 4y3-— 
mm @“)=4w PP 

Phần B: Tìm đạo hàm theo x của 2x?yŸ. 

Đề tính đạo hàm của 2x?y? theo x ta cần nhận thấy đây là một tích. 


Nếu ta đặt u = 2x? và ø = yˆ thì ta có: 
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d du du d d 
ax (2x72) =u + Lệc mâm (2x?) (sy —] + (”)(4z) = A2”. + 4xy? 


d d dx dx 
Phần C: 
Bây giờ: 
d 
— (6x?) = 12x 
dx 
Và: 
d 
—(7)= 
TL )=0 


".. `... ` Äã£l : 
Bây giờ đề tìm - của toàn bộ biêu thức: 
y*#+ 2xˆ?y? + 6x? =7 


Tiến hành từ trái sang phải, sử dụng câu trả lời từ những phần trên: 


dy dy 
+y3^] (v2 4 ì 17%) = 
(»')+ xy 1+ 4y +(12z) 
Rút gọn, chuyên về, ta được kết quả: 


di  xyt3>z 
dx  y3+x2y 
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BÀI 2.1.10 ĐẠO HÀM CẤP CAO 


Ta có thể tính đạo hàm của đạo hàm, có nghĩa là: 

+ Đạo hàm cấp P; bằng cách đạo hàm của đạo hàm đầu tiên. 

+ Đạo hàm cấp 3 bằng cách đạo hàm của đạo hàm cấp 2. 
Ví dụ 1: Cho biểu thức: 

x"+3xŸ”—2x+7 
Hỏi đạo hàm cấp cao hơn của biểu thức này là gì? 
Trả lời ví dụ 1 

Đạo hàm cấp 1: 


d 
^ =y' =s5xt+9x? Ý 
dx 


Bây giờ để tìm đạo hàm cấp 2, ta chỉ việc vi phân phương trình đạo hàm cấp 1: 
d?y 
= = 3 
Em = »” = 20x” + 18x 


Tiếp tục tìm đạo hàm cấp 3, cấp 4: 


d3 
5=" “60x? + 18 
d* 
¬ =9! =—1I2()# 
Đạo hàm cấp 5 là: 
y®) = 120 


Đạo hàm cấp 6; 7; 8;... đều có kết quả đạo hàm là 0 do đạo hàm của một hằng số bằng 0. 
I. ỨNG DỤNG: GIA TÓC 
Như ta đã biết gia tốc chính là tốc độ thay đổi của vận tốc. 


_ đỤ 


“đt 


Nhưng đồng thời vận tốc cũng chính là tốc độ thay đổi của độ dịch chuyển: 


ds 


Lá em 


Vì vậy đạo hàm cấp hai của độ dịch chuyên sẽ cho ta gia tốc: 
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Ví dụ 2: Cho phương trình chuyền động (tính theo mm) theo thời gian £ (tính theo s) của một vật 
thê là: 


s= 4£ + 7t? — 2t 
Tính gia tốc vật thê tại £ = 10. 
Trả lời ví dụ 2 
s= 4£ + 7t? — 2t 


ds 
U=—= 12t” + lát =5 
dt 


5 


=_ -ði#i 
#— g2” 


Tại thời điểm £ = 10 thì vật có gia tốc là: 
a = 24: 10 +14 = 254m/s7 
I. ĐẠO HÀM CÁP CAO CỦA HÀM ẤN 
Ví dụ 3: 
a) Tìm đạo hàm cấp 2 của hàm ân: 
xy + yˆ =4 
b) Tìm giá trị đạo hàm cấp 2 của hàm ấn ở phần a) với x = 2 và y > 0. 
Trả lời ví dụ 3 câu a) 
Đạo hàm cấp 1. 


+ Ta có xy là tích nên ta dùng công thức tích để làm: 


d là 
ax 42) =xy +y 


+ Ta đã nghiên cứu về vi phân hàm ân ở bài trước: 


d dy 
=—=(^?2Ì:= Xi. 
` ) “ dx 
Ta có thể viết lại là: 
d 
2 = 2 r 
= (Œy“) =2yy 


+ Ráp lại và ta đã có đạo hàm bậc 1 của phương trình: 
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xy'+y+2yy =0 
+ (Ở đây tôi sử dụng y” thay cho đề thuận tiện hơn trong việc đọc và viết). 
+ Tôi đã sử dụng công thức tích (cho tích xy) và quy tắc xích cho y°. 
Đạo hàm cấp 2: 
(xy” +y") +() + (2yy"+y'(2y')) =0 
+ Đơn giản hóa, ta được: 
(x+2y)y”+ 2y'+2)? =0 
+ Ta có thê giải theo y”. 


g.. 5ý # 2(y')? 
xiện Äx+y 


Trả lời ví dụ 3 câu b) 
Ta cần tìm y với x = 2. 
Thay vào phương trình, ta được: 
2y +y?=4 
Giải phương trình bậc hai này, kết hợp điều kiện y > 0, ta được: 
y=—1+V5 
Ta cũng cần tìm giá trị T” khi x = 2. 


Ta đã tìm phương trình đạo hàm đầu tiên là: 


dy dy 
—— 2y——=0 
“ ThiP th hy 
Giải theo BA ta được: 
dx 
„_ 8y _ y 


7 —dy  x+2y 
Thay x = 2;y = —1 + V5 ta được kết quả (xấp LỆ 


dy 
“=—~—0.27 
Mi T- 0.276 


Tiếp tục thay vào phương trình đạo hàm cấp hai đã tìm ở phần a) đề tìm ra câu trả lời: 


2y'+2(y)2 
y”= B2 3öUE2 `2 00T TT! 
#.1.a3y 
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BÀI 2.1.11 ĐẠO HÀM RIÊNG 


Ta đã nghiên cứu về các hàm chỉ duy nhất 1 biến số. Tuy nhiên, nhiều phương trình trong toán 
học xuât hiện 2 hay nhiêu biên. Trong bài này ta sẽ nghiên cứu cách tính đạo hàm của hàm sô 
có nhiêu hơn 1 ân. 


Bài viết này có liên quan nhưng không giống với một bài viết ta đã gặp trước đó là vi phân hàm 
ân. 


Ví dụ 1: Hàm số có 2 biến: 
Đây là hàm số có 2 biến số là x và y: 
F(z;y) = y +6sin(x) + 5y? 
Đề vẽ đồ thị hàm số này ta cần đến tọa độ không gian 0xyz. 
I. VI PHÂN RIÊNG THEO z 


“Đạo hàm riêng theo x” có nghĩa “Xem tât cả các ký tự khác như hăng sô và chỉ vi phân phân 
CÔ X”. 


Ở ví dụ trên (cũng như những phương trình có chứa 2 biến) thì đạo hàm riêng liên quan đến x 
có nghĩa là (cũng như trong thực tê) ta có thê xoay đô thị và nhìn từ trục y. Ta đang nhìn vào 
mặt phăng x — Z. 


Ta thấy rằng đường cong hàm sin di chuyên theo trục x, điều này xuất phát từ 6 sin(x) ở trong 
phương trình. 


F(zx; y) = y + 6sin(z) + 5y? 
Phần y ta có thể xem như là hằng số (trong trường hợp này có thể xem là 0). 
Bây giờ ta đạo hàm riêng của: 


F(z;y) = y + 6sin(x) + 5y? 
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tính theo zx: 


gF 
— = 6cCos(*) 
ởx 
Đạo hàm của 6 sin(z) là 6 cos(x), còn đạo hàm của y là 0 do y được xem như là hằng số. 


Cần lưu ý rằng ta dùng ký hiệu ở biểu hiện cho “vi phân riêng” trong khi đ dùng để ký hiệu cho 
phép vi phân thông thường. 


IH. VI PHẦN RIÊNG THEO y 


Thuật ngữ: “Vi phân riêng theo y” nghĩa là: “Giả sử tất cả các ký tự là hằng số ngoại trừ y để vi 
phân”. 


Như ta đã làm ở phần trên, ta xoay đồ thị và nhìn theo trục x, vì vậy ta thấy mặt phẳng 0z. 
Ta thấy một hình parabola, điều này xảy ra do số hạng yŸ và y trong: 
F(z;y) = y +6sin(x) + 5y? 


còn 6 sin(x) bây giờ được xem như là hằng số: 


Bây giờ để đạo hàm riêng của F(x; y) = y + 6sin(z) + 5yˆ. 


+ Theo z: 
0F 
— = 6cCos(*) 
3x 

+ Theo y: 
Đi =1+10 
ởy „ z 


Đạo hàm của phần tử có y là 1 + 10y. Đạo hàm của 6 sin(+) là 0 vì phần tử này được xem như 
là hăng sô khi ta vi phân theo y. 
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HI. ĐẠO HÀM RIÊNG BẠC 2 
Ta có thể tìm 4 đạo hàm riêng bậc 2 khác nhau. Hãy xem qua những ví dụ sau: 


Ví dụ 2: Với phương trình: 


9F 
— = 6cCos(*) 
0x 
cài =1+10 
ôy - W 
Hãy xác định: 
9?F 5 9*F 9ˆF : 9ˆF 
& 0y0x ) 0x3y - 0x” ) 8yˆ 


Trả lời ví dụ 2 câu a) 


Ta viết lại: 


97F _ 9 cà 
ôyôx ôy\ôx 


Biểu thức này có nghĩa: “Đầu tiên ta tìm đạo hàm riêng theo x của hàm Ƒ (phần trong ngoặc), 
sau đó tìm đạo hàm riêng theo y của kêt quả vừa thu được”. 


Ở ví dụ F(z; y) = y + 6sin(x) + 5yŸ trên, ta đã tìm được: 


gF 
—— = 6cCos(*) 
öx 


ma... À... À Đa - 'UE 
Đê tìm ———, ta cân tìm đạo hàm riêng theo y của —: 
3yöx 3x 


3?F lộ Ea lộ 
8x 


0yö3x 9y ayt SBI 
Vì cos(z) là hằng số (khi ta tính vi phân riêng theo y) nên đạo hàm của nó bằng 0. 
Trả lời ví dụ 2 câu b) 


Ta viết lại: 


9°F _ ô C) 
ôx9y ôx \ôy 


Biểu thức này có nghĩa: “Tìm đạo hàm riêng theo x của đạo hàm riêng theo y”. 


Ở ví dụ F(z; y) = y + 6sin(x) + 5yŸ trên, ta đã tìm được: 
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. lệ, cấy ÀÚ) 
ôy - 
.‹: A8 —.- ,_ @F 
Đê tìm ——., ta cân tìm đạo hàm riêng theo x của —: 
8x9y 3y 


9#F _ ô C)= 8 đ:3-0:ei0 

ôxôy 0x\ôy/) ôx XIN 

Do là hằng số (khi ta tính vi phân riêng theo x) nên đạo hàm của nó bằng 0. 
Trả lời ví dụ 2 câu c) 

Ta viết lại: 

9°F _ ô C ) 

0x2? ôx\ôx 


Biêu thức này có nghĩa: “Tìm đạo hàm riêng theo x của đạo hàm riêng theo #”. 


Ở ví dụ F(z; y) = y + 6sin(x) + 5yŸ trên, ta đã tìm được: 


0F 
—— = 6C0S(z) 
9x 
: 2 : 
Đê tìm cá Á ta cần tìm đạo hàm riêng theo x của SP 
ồx öx 
9?E_ ô/ô0F\ ô 
2x3 — ðy (2y) = ax (6950) = 6sinG) 


Trả lời ví dụ 2 câu đ) 
Ta viết lại: 
UP 0 C) 
ôy2  ôy\8y 
Biểu thức này có nghĩa: “Tìm đạo hàm riêng theo y của đạo hàm riêng theo y”. 


Ở ví dụ F(z; y) = y + 6sin(x) + 5y? trên, ta đã tìm được: 


TT _ táng 
ôy - y 


Ä... 8P ` ¬- „  F 
Đê tìm 2y? ta cân tìm đạo hàm riêng theo y của „y 


0y? 0y 


3ˆF ng là 
gy 


=—(1+10y) =1 
"Tnhh y) =10 
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PHẢN 2.2: ỨNG DỤNG CỦA VI PHÂN 
BÀI 2.2.1 GIỚI THIỆU VẺ VI PHÂN ỨNG DỤNG 


Trong thời đại của Issac Newton, một vấn đề đáng quan tâm đó là có quá ít phương tiện di 
chuyên băng đường biên. 


Nạn đắm tàu hay xảy ra vì con tàu không theo đúng ý muốn của thuyền trưởng. Khi đó chưa có 
sự hiêu biệt nhiêu về sự tương quan giữa Trái Đât, ngôi sao và các hành tinh chuyên động tương 
tác lần nhau. 


Trước khi ngành vi tích phần phát triên, 
các ngôi sao ảnh hưởng đến sự sống còn. 
của ngành hàng hải. 


Vi tích phân (vi phân và tích phân) được phát triển đề thúc đây sự hiểu biết này. 
Vi phân và tích phân có thể giúp chúng ta giải quyết nhiều vấn đề trong thế giới thực. 


Ta dùng đạo hàm để xác định giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của các hàm riêng biệt (ví dụ như giá 
tiên, độ dài, sô lượng vật liệu dùng cho xây dựng, lợi ích, tôn thât,.). 


Ta dễ bắt gặp phép tính đạo hàm trong các vẫn để liên quan đến cơ khí và tin học, đặc biệt khi 
ta làm mô hình đặc điểm của một vật thê đang chuyền động. 


Trong phần 2.2 này: 


+ Bài 2.2.1 Tiếp tuyến và pháp tuyến: Những thứ rất quan trọng tron vật lý (như lực của chiếc 
xe hơi đang rẽ). 


+ Bài 2.2.2 Công thức Newton: Áp dụng cho những phương trình “xấu” mà bạn không thể giải 
đơi thuân băng đại sô. 


+ Bài 2.2.3 Chuyển động cong: Bạn sẽ biết được cách tìm vận tốc và gia tốc của một vật thể 
đang chuyên động theo đường cong. 


+ Bài 2.2.4 Tốc độ liên quan: Nơi 2 biến luôn thay đổi theo thời gian và giữa chúng có một 
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mối quan hệ nào đó. 
+ Bài 2.2.5 Sử dụng vi phân đề vẽ đồ thị: Ta sẽ biết cách mô hình hóa trạng thái của biến. 


+ Bài 2.2.6 Áp dụng vi phân để xử lý những vấn đề cực trị: Một trong những ứng dụng rất lớn 
của vi phân. 


+ Bài 2.2.7 Bán kính cong: Bạn sẽ nghiên cứu trạng thái của đường cong là một phần của 
đường tròn trong miên lân cận nào đó. 


Chúng ta bắt đầu nghiên cứu ứng dụng của vi phân với chương tiếp tuyến và pháp tuyến. 
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F3 


BÀI 2.2.2 TIẾP TUYẾN VÀ PHÁP TUYẾN 


Tiếp tuyến và pháp tuyến có vai trò quan trọng trong ngành vật lý (như lực của chiếc xe khi rễ ở 
khúc cua). 


Thỉnh thoảng ta cần tìm tiếp tuyến và pháp tuyến của một đường cong khi ta phân tích 1 lực tác 
dụng lên 1 vật thê đang chuyên động. 


I. TIẾP TUYẾN 


Tiếp tuyến của một đường cong là đường thăng tiếp xúc với đường cong tại 1 điểm nằm trên 
đường cong đó, tiêp tuyên có độ dôc băng với độ dôc của đường cong tại điêm đó. 


II PHÁP TUYẾN 


Pháp tuyến của đường cong là đường thăng vuông góc với tiếp tuyến của đường cong. 


`*+—PHÁP TUYẾN với đường cong 


TIẾP TUYỂN 


P số với đường cong 


Chú ý 1: Như đã nghiên cứu trong bài “Độ đốc của tiếp tuyến với đường cong (tính toán giá 
23s A  y ¬- ¬`¬>.. Ẩ Tả? % „ dy 
rị)”, ta có thê tìm độ dốc của tiệp tuyên tại bât kỳ điêm nào (x; y) thông qua == 


Chú ý 2: Để tìm phương trình tiếp tuyến, ta cần nhớ điều kiện để 2 đường thắng có độ dốc lần 
lượt là rn:; n; vuông góc nhau. 


†HỊ : †nạ = —1 
HI. ỨNG DỤNG 
1. Tiếp tuyến 


() Giả sử ta đi du lịch trên 1 chiếc xe hơi quanh khúc cua, bất chợt ta đụng vào một thứ gì đó 
trơn trượt trên đường (có thể là dầu, băng, nước hay cát mềm) và xe của ta bắt đầu trượt, thì 
chiếc xe sẽ di chuyển theo hướng tiếp tuyên với khúc cua đó. 
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Một chiêc xe trượt sau khi rẽ khúc cua. 
tạo ra vệt tiêp tuyên với vạch kẻ đường đôi màu vàng 


(ii) Tương tự, nếu ta cầm trái banh và ném chúng quanh 1 vật thể đang xoay tròn, trái banh ngay 
lập tức bay ra theo phương tiêp tuyên vật thê xoay tròn đó. 


2. Pháp tuyến 


() Khi bạn lái xe nhanh theo đường tròn, lực khiến bạn cảm thấy như xe mình sắp rời khỏi 
đường tròn đó chính là pháp tuyên của đường cong con đường. Một điêu khá thú vị là lực giúp 
bạn di chuyên vòng quanh khúc cua hướng thăng vê tâm đường tròn, pháp tuyên với đường 
tròn. 


(ii) Căm bánh xe được đặt pháp tuyến với đường cong bánh xe ở những điểm có chỗ cho căm 
xe liên kêt với tâm bánh xe. 


Căm xe đạp được đặt 
pháp tuyên với vành bánh xe 


IV. VÍ DỤ 

Ví dụ 1: Tìm độ dốc của: 

a) Tiếp tuyến. 

b) Pháp tuyển. 

của đường cong y = x3 — 2x2 + 5 tại điểm (2; 5). 
Trả lời ví dụ 1 


dy 


=3x”“— 4 
Em * x 


Độ dốc tiếp tuyến là: 
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dy 
†nạ =—— =3-2?—4-2=4 
g đXÌ>x=2 
Vậy độ dốc của pháp tuyến tính theo công thức 7m - n; = —1. 
- 1 
Mu = 2 


Ví dụ 2: Viết phương trình pháp tuyến ở Ví dụ 1 bên trên. 
Trả lời ví dụ 2 


Ta dùng y — y¡ = T(% — #)). 


Với: 
Z+= 2 
+;=5 
s 1Í 
TP 
Vậy: 
T¬v 
3 = T`Á 
Cho ta: 
` 1 11 
'\ưyx= 
Hay: 


x+4y—22=0 


Ví dụ 3: Vẽ đồ thị và pháp tuyến ở Ví dụ 1 trên. 


Trả lời ví dụ 3 
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Đây là đô thị của tiếp tuyến và pháp tuyến của đường cong tại x = 2 
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BÀI 2.2.3 CÔNG THỨC NEWTON 
Với những phương trình phức tạp mà bạn không thẻ giải thuần túy đại số thì bài viết này rất hữu 
ích cho bạn. 


Các máy tính sử dụng công thức vòng lặp để giải phương trình. Quá trình này bao gồm phán 
đoán ra cách giải đúng và áp dụng công thức để đưa ra các phán đoán chính xác hơn cho đến 
khi ta tìm ra được giá trị (có thể xấp xỉ) đúng nhất của phương trình. 


Nếu ta muốn tìm x để ƒ(x) = 0 (dạng bài toán phô biến) thì ta đoán một vài giá trị x; gần đúng 
nhất, từ đó ta sẽ tìm ra giá trị xấp xỉ phù hợp bằng cách sử dụng công thức Newton: 


ƒŒ¡) 
ƒÊ) 


(Công thức này dựa vào phương trình đường thắng theo độ dóc). 


À5. Ai —= 


Ví dụ 1: Giải phương trình: 
2x”—x—2=(0. 
Trả lời ví dụ 1 


Ta có đồ thị phương trình trên: 


Đặt 
ƒ() =2x?—x—2 
= ƒ'(x) = 4x — 1 
Thử x¡ = 1.5. 
Ta được: 
X2 =xi—Te= 15— TT” XỆc 


Vậy 1.3 là giá trị xấp xỉ đúng hơn. 


Tiếp tục quy trình này: 
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ƒG2) ƒ(13) _ 269 
Xa = Xa ——— = 1.3— ————~ = =——¬ * 1.280 952 381 
`” Ga) 11 210 
Ta có thê làm tiếp quy trình này nhiều lần để tìm ra giá trị chính xác nhất. 


Kiểm tra: Sử dụng một vài phần mềm toán học (như Mathcad), ta có thể phải nhập vào giá trị 
dự đoán ban đâu (như x = 2) và kêt quả là: 


root(2xZ — x — 2,x) = 1.280 776 406 404 


Ngoài ra ta có thể sử dụng phím SHIET + SOLVE trên máy tính Casio ƒx-570ES nhập vào giá 
trị dự đoán ban đâu thì máy tính cũng đưa ra kêt quà này. 


I. HÀM SÓ CÓ NHIÊU NGHIỆM 


Nhiêu hàm sô có nhiêu nghiệm, nên bạn cân phải hiệu rõ vân đê sau đó cho máy tính một giá trị 
dự đoán ban đâu tôt nhât. 


Ví dụ 2: Giải phương trình: 

1—-t?+2!=0 
(Các phần mềm khoa học không, thể tìm cách giải chính xác cho chúng ta. Ta cần biết sử dụng 
công cụ hợp lý đê giải, không hăn phải dùng đô thị hay công thức Newton. Điêu này sẽ cho ta 
có đánh giá ban đâu về nghiệm phương trình). 


Trả lời ví dụ 2 


Đặt: 
y+-:t?2+2! 
Đồ thị hàm số y(£): 
Ta dễ có nhận định ban đầu rằng phương trình có hai nghiệm, một nghiệm gần £ = —1 và 


nghiệm còn lại gần £ = 3. Tuy nhiên, nếu ta quan sát kỹ hơn khu vực gần £ = 3 (bằng cách 
phóng to) thì ta phát hiện ra còn một nghiệm nữa. 
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Bằng cách thay số thì ta được một nghiệm chính xác là £ = 3. 
Bây giờ với một nghiệm gần £ = 3.4. 
Ta sẽ dùng công thức Newton để tìm ra giá trị xấp xỉ của nghiệm. Ta cần tính vi phân 


y=1—t?+2!. Bởi vì ta có t đóng vai trò lũy thừa trong phương trình trên, ta cần sử dụng 
Logarithm khi tính vi phân (các bạn có thê tham khảo cách tính vi phân hàm logarithm trên 
Internet, tôi sẽ trình bày rõ hơn trong chương “V¡ phân hàm số siêu việt`). 


Tính vi phân 2. 
Đặt h = 2F. 
Lấy logarithm tự nhiên ở hai về: 


In(z) “Tìn(2) 


=. =_ =Íh) 


dh 
c© n hìn2)= 7° In] 


dy —.. "¬ 
EiSn 6 của 2t + 2fIn(2) 


Áp dụng công thức Newton, ta được: 
0n ác. 
fŒ)_ —2t+2tIn(2) 
Ta có con số dự đoán ban đầu là £; = 3.4. 


ƒŒ) 


tạ =t;— 3.407 615918 
: ° £@) 


Tiếp tục quy trình này: 
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ƒŒa) 


tạ = tạ — 3.407 450 596 
h : £Œ@;) 


Thêm vài bước nữa, ta được: 


tạ = 3.407 450 522 
t„ = 3.407 450 505 


Ta có thê kết luận nghiệm phương trình đúng với 7 chữ số lẻ là t = 3.407 450. 
I. SỬ DỤNG ĐỎ THỊ 


Sử dụng các phần mềm toán học, ta có thể phóng to nghiệm và ta có thể thấy (nơi hàm số cắt 
trục #) thì £ gân với giá trị 3.407 45. 
Bây giờ ta xét trường hợp âm, giả sử t¡ = —1 là giá trị dự đoán ban đầu, áp dụng công thức 
Newton, ta được: 

tạ = —1.213 076 633 


tạ = —1.198 322 474 
t¿ = —1.198 25058e 


Ta có thê tiếp tục quy trình này cho đến khi ta đạt giá trị chính xác nhất. 


Đối chiếu đáp số với đồ thị, ta thấy rằng kết quả là  = —1.198 250 197 chính xác đến 9 chữ 
số lẻ. 


-3 198250204 -1198250202 -11982502 -1198250198 -] 50196 -1.198250194 


HI. KÉT LUẬN 


Vậy kết quả của phương trình 1 — £? + 2! = 0 là: 


t = —-1.198 25 
t=3 
t= 3.407 45 


Chính xác đến 5 chữ số lẻ. 
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T4Z>3 —.z¬T/⁄.x¬ 


Bài viết này sẽ cho các bạn thấy cách tìm vận tốc và gia tốc của một vật thể chuyền động cong. 
Ở bài Đạo hàm với tốc độ thay đôi tức thời, ta đã tìm ra cách xác định vận tốc theo phương 
trình chuyên động băng cách. 

ds 

U=—- 

dt 
và gia tốc theo phương trình vận tốc (hay phương trình chuyển động), sử dụng: 
d?s 
dt” 


=.c= 
Công thức trên chỉ thích hợp với chuyên động thắng (như vận tốc và gia tốc trên đường thắng), 


điều này chưa phù hợp với nhiều vấn đề trong cuộc sông. Vì vậy ta nghiên cứu đến khái niệm 
về chuyền động cong khi một vật thể di chuyển theo đường cong định trước. 


Thông thường ta biểu diễn thành phần chuyển động là x và y là hàm số theo thời gian, gọi là 
dạng tham sô. 


Ví dụ 1: Cho phương trình chuyền động theo tham số £, hãy vẽ đồ thị: 


yŒ) = cos() 
AXt) = SNÀ(£) 


với t = 0 đến 27 trong 0.5 quãng đường đầu. 
Đầu tiên, ta cần thiết lập bảng giá trị bằng cách thay một số giá trị vào £. 
Trả lời ví dụ 1 


Ta xác định 13 điểm theo bảng giá trị, bắt đầu tại (0; 1) như theo hình dưới đây (di chuyền theo 
chiều kim đồng hò). 


05 | M) I5 |72.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 S.0 Sá 6.0 
0.48| 0.84| 1.001 0.91 | 0.60 | 0.14 | —0.35| —0.76| —0.98| —0.96) —0.71| —0.28 
0.88| 0.54| 0.07| —0.42| —0.80| —-0.99| —0.94| —0.65| —0.21| 0.28 | 0.71 | 0.96 
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Ta thấy rằng ta đã tạo ra một hình tròn 
tâm tại (0; 0) và bán kính 1 đơn vị. 


Cần lưu ý rằng ân £ không xuất hiện trong đồ thị này mà chỉ có ân z và y. 
I. CÁC THÀNH PHẢN NGANG VÀ DỌC CỦA VẬN TÓC 


Thành phần ngang của vận tốc được xác định bởi: 


dx 
U„ = —- 
Ÿ dt 
và thành phần dọc của vận tốc: 
dy 
Uy =—- 
#— đi 


Ta có thể tìm độ lớn của vận tốc tổng hợp ø một khi ta đã biết các thành phần ngang và dọc của 


vận tôc băng cách sử dụng: 
U= lv? HẠỢ s2 


Phương vị Ø mà vật thể di chuyển được xác định bởi: 
1U 

tan(Ø,) = —= 
U 


x 


Ví dụ 2: Cho phương trình x = 5£ và y = 4tŸ với thời gian £, tìm độ lớn và phương vị của 
vận tôc khi £ = 10. 


Trả lời ví dụ 2 
Khi £ = 10, ta được tọa độ điểm là (5 000; 400). 

Đây là đồ thị của chuyên động. 

Lưu ý: 


Trục tọa độ là x và y (không có kèm theo £). 


Các điểm “chuyền động” nhanh dần theo thời gian. 
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M 
300 
40 (5000, 400) 
300 
200 
100 
ũ x 
20nn 40nn áñnñ s¡nn 
Ta có: 
# = BÉ” 
Vì vậy: 
Hi 15t 
dt ˆ 


Với t = 10, vận tốc theo chiêu trục z là: 


se 1500m/ 

—— = Uy = fn/s 
dt /7 

Tương tự, y = 4£? nên vận tốc theo chiều trục y khi £ = 10 là: 


dy - 
dt 


U= lv? + 0ý = 1520.11m/s 


Bây giờ ta xác định phương vị của vận tốc (tính theo góc hợp với trục x đương). 


0y = 801n/s 


Vậy độ lớn của vận tôc sẽ là: 


U 
tan(Ø,) = - = 0.053 


bở 
Vậy 0à 0:i0B52Tad = 3.05°. 
Ví dụ 3: Cho: 


20t 
V2 AC SẩM | 


Và, 
y=0.1(Œ2 +t£) 


theo thời gian £. Xác định độ lớn và phương vị của vận tốc khi £ = 2. Vẽ đồ thị đường cong. 
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Trả lời ví dụ 3 


Khi £ = 2 ta được tọa độ điểm là (8; 0.6). 


— 20£ 
“NT | 
Vậy, 
dx - 20 
dt. (2t+1)2 
VỚI £ = 2: 
dx _ ¬.. 
Ea 1y = 0.8rn/s 


Tương tự, với y = 0.1(£2 + £) và £ = 2, ta được: 


dy - 
dtˆ 


Ụ= lv? + 0ý = 0.9431m/s 


06 


1y = 0.1(2t + 1) = 0.5m/s 


04 


2 


Bây giờ ta xác định phương vị: 
ty 
tan(B,)= = 0.625 


x 


ñ„ = arctan(0.625) = 0.558.rad 
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IH. GIA TÓC VẬT THẺ KHI CHUYÊN ĐỘNG CONG 
Biểu thức của gia tốc có cách xác định tương tự như cách xác định vận tốc. 


Thành phần ngang của gia tốc: 


đUy 
“tt 
Thành phần dọc của gia tốc: 
du 
đy = cát 2 
dt 
Độ lớn của gia tốc: 
g=< la2 +0 
Phương vị của gia tốc: 
a 
tan(ø 9 = „ 


x 


Ví dụ 4: Một chiếc xe hơi trên đường chạy thử nghiệm đến khúc cua thì chạy với biểu thức 
đường đi là x = 20 + 0.2£; y = 20£ — 2£? với x và y tính theo metre (mm) và £ là giây (s). 


a) Vẽ đồ thị đường cong với 0 < £ < 8. 
b) Tính gia tốc của xe khi £ = 0.3s. 
Trả lời ví dụ 4 câu a) 


Đồ thị: 


Trả lời ví dụ 4 câu b) 
Gia tốc: 


Thành phần ngang: 
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x=20+0.2t 
dx : 
Ủy = = = 0.6t 
đˆx 
đy„ = FT = 1.2 
Với t = 3.0; a„ = 3.6. 
Thành phần dọc: 
Ở?= “t — 2t? 
y 
1y =-= 20 4t 
d3y 
®y= qẹ2— 


Với t = 3;ay = —Ä4. 


Bây giờ: 


#= |a2 + a? = BA 


a 
ña = afctani () M12", (góc phần tư thứ 4) 


x 


Vậy gia tốc của xe có độ lớn là 5.381?mn/sZ và có phương vị 312° hợp với trục x theo chiều 
dương. 


II. VẬY NÉU NHƯ X VÀ Y KHÔNG PHẢI LÀ PHƯƠNG TRÌNH THEO THAM SỐ T 
THÌ GIẢI QUYẾT NHƯ THẺ NÀO? 


Ví dụ 5: Một hạt di chuyển theo đường y = x? + 4x + 2 tính theo cm. Cho vận tốc ngang 
1„ = 3 cm/s, xác định độ lớn và phương vị của vận tôc tại điểm (—1; —1). 


Trả lời ví dụ 5 


Đây là cách giải quyết khác cho ví dụ. Lần này ta có y theo x và không có biểu thức nào chứa 
tham sô £ nữa. 


Đê có thê xác định độ lớn cũng như phương vị của vận tôc, ta cân biết: 


—— dx 
?x — 
Và, 
dy 
ty = dt 


Nhưng trong câu hỏi đã cho ta: 
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dx 
U„ FT =3 


Ẫ À1. „(0W 
Vậy ta cần tìm ` 


Để tìm được, ta tính vi phân phương trình đã cho theo £ bằng cách sử dụng các kỹ thuật ta đã 
nghiên cứu trong bài vi phân hàm ân: 


d dt dt 
äd ¬ h\ _‹ ^ Ẫ . _ 
Vì n = 3 và ta muôn biết vận tôc tại x = —1 nên ta được: 
dy 


sả Uy = 6cm/S 


= lv? + 0ý = 6.708 2cm/s 


Vậy vận tốc là 6.708 2 cm/s với phương vị 63.4°. 


Vậy độ lớn vận tốc là: 


Ví dụ 6: 


3 


Một quả tên lửa được bắn theo quỹ đạo (tính theo km): y = x — nn 


Nếu vận tốc ngang được cho bởi Vứ) % xác định độ lớn và phương vị của vận tốc khi quả 
tên lửa chạm đât (coi như địa hình băng phăng) với thời gian tính theo phút. 


Trả lời ví dụ 6 


Hãy nhìn vào đồ thị chuyên động đề hiểu rõ hơn vấn đề đặt ra: 


Ta thấy rằng quả tên lửa chạm đất ở gần vị trí x = 9.5kn. Tại điểm này vận tốc ngang có giá trị 
dương (quả tên lửa đi từ trái sang phải) và vận tốc đọc có giá trị âm (quá tên lửa đi xuống). 


“ƒ(%) = x” có nghĩa là khi x tăng, vận tốc ngang cũng tăng với cùng một giá trị (đương nhiên 
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là khác đơn vị đo). Vậy với ví dụ này, với x = 2km thì tốc độ ngang là 2 km/phút, và với x = 
7km, tôc độ ngang là 7 km /phút và cứ thê. 


Đê tính độ lớn vận tôc khi tên lửa chạm đât, ta cân xác định các thành phân ngang và dọc của 
vận tôc ở thời điêm đó. 


() Vận tôc ngang: Ta cân giải phương trình sau đê tìm chính xác điêm va chạm của tên lửa với 
mặt đât: 


=.= 0 

=8 

Rút nhân tử, ta được: 
nề In, 

“HA 

x=—3Vv10 

=> x=0 
x=3V10 


Ta chỉ cần giá trị x = 3V10 ~ 9.4868km (giá trị này phù hợp với đồ thị trên). 
Vậy tốc độ ngang khi tên lửa chạm mặt đất là 9.4868 knm/phút (vì V(z) = z). 


(ii) Vận tốc dọc: Bây giờ ta cần dùng vi phân hàm ẩn theo £ (chứ không phải theo x) để tìm vận 
tốc dọc: 


— X 
ty "»®% 
ý ý Ì sút 


BÁC I4 60 G0, G272 220g 
dt dc 307 dt 


_.. -. ý rẻ Ạ „ĐÀ 3.2 2 sả ` : Ậ 
Nhưng ta đã biệt :. và x có ảnh hưởng với nhau, vậy ta chỉ cân thay giá trị x tìm được ở phân 


(¡), kết quả sẽ ra sô âm đúng như ta dự đoán ban đầu: 


dy 
——  —18.973 665 96 
dt 


Bây giờ ta tính độ lớn vận tôc, bao gôm vận tôc ngang và vận tôc dọc: 


2 


dx\ˆ dy 
Ø) + C) + 21.213 203 44 
dt dt 


Vận tốc có độ lớn và phương vị. Bây giờ ta tính phương vị (tức góc của chuyên động). 


 —1.107 148 718 


8 = arctan 
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Tính theo độ thì điều này tương đương: 
= —1.107 148 718 : 57.255 78 = —63.3907° 


Ta có thê thấy đáp án trên hợp lý bằng cách phóng to một phần của đồ thị nơi tên lửa chạm đất. 


Vậy ta kết luận vận tốc tên lửa khi chạm đất là 21.2 km /phút, phương vị 6.4° hợp với phương 
năm ngang. 
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BÀI 2.2.5 TÓC ĐỘ LIÊN QUAN 


Nếu ta có 2 đại lượng phụ thuộc theo thời gian và giữa chúng có sự liên quan với nhau, ta có 
thê biêu thị tôc độ thay đôi của đại lượng này theo đại lượng khác. Khi đó ta cân vi phân cả hai 


_ N2 Đồ 0G ok (HỦ ø á ` , 
bên theo thời gian, tức là ta sẽ tìm =— của hàm ƒ(£) nào đó. 


Ví dụ 1: Môt cây thang cao 20m dựa vào tường, đỉnh thang trượt xuống với tốc độ 4?m/s. Hỏi 
tôc độ di chuyên của điêm giữa thang lúc cách mặt đât 16m là bao nhiêu? 


Các bước thực hiện ví dụ 1 
(ï) Vẽ hình minh họa cho bài toán. 
(ii) Xác định hằng số và số lượng các biến. 
(iii) Thiết lập mối quan hệ giữa các đại lượng này. 
(iv) VI phân theo thời gian. 
(v) Xác định giá trị điểm giữa thang. 


Trả lời ví dụ 1 


| 4mes”=-@w⁄# ( chọn chiều dương hướng lên ) 


Bây giờ mối quan hệ giữa x và y là x? + y? = 202. 


Vi phân hoàn toàn theo thời gian (vì x và y đều phụ thuộc theo thời gian £): 


Tức là: 


A<y TA .. A Âu ¬-- d F 
Bây giờ, ta đã biệt " = —4 và fa cần tìm vận tôc ngang T khi x = 16. 
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Một đại lượng chưa xác định giá trị là y, sử dụng định lý Pythagoras: 


y= 202 — 162 = 12 


Vậy: 
l6” ¿2 (—-4)=0 
dt _ 
sẽ ý 
cm n/s 


Ví dụ 2: Một hòn đá rơi vào một cái ao tạo thành những gợn sóng hình tròn đồng tâm loang 
rộng ra xung quanh. Hỏi tôc độ diện tích một trong các hình tròn này gia tăng là bao nhiêu vào 
thời điêm bán kính hình tròn đó tăng thành 4m và loang rộng với vận tôc 4+1m/s? 


Trả lời ví dụ 2 


Mỗi quan hệ: A = Zr7. 
Vi phân theo thời gian, sau đó thay vào các giá trị có sẵn: 
dA d dr 
— = ~.(rr?) = 2tr — = 2rr : 4: 0.5 ~ 12.56 m2 
TH (này) TT T TT 1n“ /s 
Ví dụ 3: Một vệ tỉnh đi chuyển theo quỹ đạo có phương trình: 


2 2 


se + T— 1 
725 715 - 
với x và y tính theo đơn vị “nghìn km”. 
Nếu m = 12,900 km/h khi x = 3,200km và y > 0, xác định giá trị =. 
Trả lời ví dụ 3 
Ta vi phân biêu thức theo £: 


2 2 
x 
ky 


7251718 1 
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2x BI” 
tà lẾU 0 
V#= V0 Đo) 


Ta tìm y bằng cách thay x = 3.2 vào phương trình giả thiết cho lúc đầu: 


Gố. MP 
=s†?ẽằẳ=ẽ=l 
TA 7 4g 

= y > 7.836 


Dựa vào câu hỏi nên ta lấy giá trị đương, thay vào phương trình vi phân, ta được: 
d 
i19 129 2-7836 - 9 
72/5 jỶ"ẽs.s. ˆ 


d 
c “ ~ “Ñoz 
dt 


Điều này có nghĩa vận tốc theo chiều trục y là —5.195 kưmm/h. 


Ví dụ 4: Một máy điều hưởng điện từ có tần SỐ ƒ thay đôi tỉ lệ nghịch với căn bậc hai của tụ 

điện € trong mạch. Nêu ƒ = 920kHz khi Œ = 3.5pF, hỏi tôc độ tân sô ƒ thay đôi nhanh thê 
` h4 dẻ 

nào nêu như Tn = Đổ pF/s? 


Trả lời ví dụ 4 


Ta có: 
k 
7 
Thay thế các giá trị đã có, ta được: 
920 000 = 35-10-12 
©k=1.721 


Vậy ƒ = 1.721V€. 
Ta cần tìm — 
dt 
dƒ NY AI DING:..o/ ñ 
———=————([ 2— 
dt Bủ dt 
„ ŒŒ 
Mà € = 3.5pF )„à= 0.3pF /s. 


Vậy: 
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d 1.721 3 
T SG: nà (3.5 - 10712) 2 - (0.3 - 10~12) = —39 424.8 Hz/s 


Vậy tần số của máy điều hưởng điện từ giảm với tốc độ 39.4kHz/s. 
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BÀI 2.2.6 SỬ DỤNG VI PHÂN ĐỀ VỀ ĐÔ THỊ 


Lưu ý: 


Hiện có rất nhiều phần mềm vẽ đồ thị (Mathcad, Scientiic Notebook, graphic calculator,.). 
Trong bài viết này điều cần lưu ý là bạn phải nắm bắt được hình dạng cơ bản của đường cong 
bạn gặp. Việc hiểu được nét tự nhiên của nhưng hàm số rất quan trọng cho việc nghiên cứu của 
bạn sau này. Đa số các mô hình toán học đều bắt đầu từ đồ thị. 


Bạn cân phải vẽ đô thị, đưa ra những vị trí đặc biệt, tránh việc vẽ hộp x — y và châm các điêm. 
Ta sẽ dùng vi tích phân đề tìm ra các điêm đặc biệt. 


Những điều ta sẽ tìm trong bài viết này là: 


: `: Sử dụng y = 0. 
Giao điêm , LỆ h ._ KẾ cÄ 
Lưu ý: Trong nhiêu trường hợp, tìm giao điêm trục x 
trục Ä x Š canh To) ắ L ` 
không dê, khi đó hãy bỏ qua bước này. 
G1ao điêm Sử dụng x = 
trục y 
: ) dy 
Cực đại Sử dụng P> 
địa phương Dấu của đạo hàm đầu tiên thay đôi + sang —. 
Cực tiểu Sử dụng 
địa phương Dấu của đạo hàm đầu tiên thay đổi — sang +. 
VÃ Ắ ý x ` KT .‹ 3; 
Điêm uôn Sử dụng ` và dấu của “2 thay đôi. 
dx2 dx2 


I. TÌM CỰC ĐẠI VÀ CỰC TIỂU 
1. Cực đại địa phương 


Cực đại địa phương xuất hiện khi phương trình y' = 0 có nghiệm và dấu của y' thay đổi từ 
dương sang âm khi đi từ trái sang phải: 


Độ đỗc dương —— Cục đại địa phương y'= Ô 
@>0 ca # | 
~————— Độ dãc 
âm (y'< 0) 


2. Cực tiểu địa phương 


Cực tiểu địa phương xuất hiện khi phương trình y' = 0 có nghiệm và dấu của y' thay đôi từ âm 
sang dương khi đi từ trái sang phải. 
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Độ dôc —— Độ dỗc dương 
ân (W'= 0) (y'> 0) 


Cục tiêu „“= 0 


II. ĐẠO HÀM BẠC 2 
Đạo hàm bậc 2 cho ta biết hình dạng của đường cong ở bất kỳ điểm nào. 


1. Lm xuông 


¿ n 5 đò (ˆ“Öi Tb/k tên s tui i5 £ cẽÍ32z-s/3ài 
Nêu = > 0 thì đường cong sẽ có hình kiêu cực tiêu gọi là lõm xuông (hay “lõm”). 


2O 


Ví dụ 1: 


Đường cong y = x? + 3x — 2 có  = 2x + 3. 


si xià d?y h NA ., À.. cọ $ 3 ¿:.SisÈ = £ 3:š &t c3 2 
Bây giờ _— 2 và đương nhiên giá trị này > 0 với mọi x nên có hình lõm xuông với mọi giá 
tr1#: 


2. Lõm lên 


Nếu —= ˆ< 0 thì đường cong sẽ có hình kiểu cực đại gọi là lõm lên (hay “lồi”). 


>—d y/av 


ViU s: 


2 
Đường cong y = x — 2x + 5 có T~ = 3x? — 2. Đạo hàm bậc hai là —2 = 6x < 0, Vx < 0. 
Vì vậy đường cong lõm xuống với mọi giá trị x < 0 (và lõm lên với mọi giá trị x > 0). 


HIL TÌM ĐIỂM UÓN 


„ Ấ_ 1A 3Ä à. 14 ; ` an mã ¬- 
Điêm uôn là điêm mà hình dạng của đường cong thay đôi từ hình kiêu cực đại = <0 sang 


Khoa: TOZÁN HỌC 78 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


` *^Ä “^Ä d2 
hình kiêu cực tiêu ¬ S Ú: 


Sở s.Ä xÃ £_ sa J S “i0” Ä. x2 Ẩn tIIE ` Ốc cu s 
Rõ ràng, điêm uôn sẽ xuât hiện khi SE. > 0 và có sự đôi dâu (từ + sang — hoặc từ — sang +). 


Điểm uôn 


3d. sa 2 & 
w/qdx =0) ———. . Ặ 
(42 ) XS —— Lõm xuống 


(9 x2 < 0) 


Ví dụ 3: Vẽ đô thị sau băng cách tìm giao điêm hai trục tọa độ, điêm uôn, (các) điêm cực đại, 
cực tiêu: y = xŸ — 9x. 


Trả lời ví dụ 3 


Hình dạng cơ bản của phương trình bậc 3 là: 


40 
a0 
f9 
ụ 
_=: 0 5 
}w 
Hãy nhớ hình này. Sẽ giúp ích cho bạn 
trong quá trình vẽ hình đây. 


() Giao điểm với trục +: 


?=#?=9x=xữ+43)W-=3) 


Nên, 
#®=U 
y=0© |x=-3 
x=3ä 


(ii) Giao điểm với trục y: 
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Khi x = 0 thì y = 0. 


(ii) Các điêm cực đại và cực tiêu: 


T=3x?—9= 3(x + V8)(x — V3) 


d “ 
==0©l= v3 
dx x=V3 


Vậy ta có các điểm cực đại, cực tiểu với các giá trị xấp xỉ (—1.7; 10.4) và (1.7; —10.4). 


Ta có thể kiêm tra điều này bằng cách kiểm tra một vài điểm gần —1.7 và 1.7 để kiếm chứng 
xem dấu thay đổi như thế nào. Nhưng ta cần phải tìm đạo hàm câp 2 để xác định điểm uốn, vì 
vậy ta sẽ tận dụng điều này để kiểm chứng cực đại, cực tiểu. 


(iv) Đạo hàm bậc 2: 
d3y 
dx? 


Vì x = —1.7 thì y” < 0 nên (—1.7; 10.4) là cực đại địa phương. 


= Óx 


Vì x = 1.7 thì y” > 0 nên (1.7; —10.4) là cực tiêu địa phương. 


(v) Điểm uốn: 


d3y 
z7 0 
Nên, 
dỀy 
EDPIMGa lui 


2 Ẫ ' z 
Và _ đôi dâu từ âm (lõm xuông) sang dương (lõm lên) khi x đi qua 0. 
(vi) Đồ thị: 


Bây giờ ta đã đủ đữ liệu để vẽ đồ thị: 
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Cực đại địa phương (-1.7, 10.4) 


Oực tiểu địa phương 


(1.7,-10.4) 


Điểm uốn 
(0.0) 


IV. CÁC DẠNG HÌNH TỎNG QUÁT 


Nếu ta biết được những hình dạng cơ bản này thì việc vẽ đồ thị sẽ dễ dàng hơn rất nhiều. 
Đương nhiên những hình dưới đây là hình “lý tưởng”, và còn rât nhiêu dạng hình khác và 
trường hợp khác. Nhưng ít ra những hình này chính là nên tảng đê các bạn nghiên cứu những 


hình phức tạp hơn. 
Hàm bậc 2 Hàm bậc 3 
Mũ cao nhât của x: 2 Mũ cao nhât của x: 3 
20 40 
1l 
20 
f) 10 fG©) 
0 
$ 
kẺ” ũ L) Đề 0 § 
1 cực tiêu. 1 cực tiêu. 
0 cực đại. 1 cực đại. 
(nêu hàm sô có hệ sô trước xZ là dương) 
0 điêm uôn. 1 điêm uôn. 
Hàm bậc 4 Hàm bậc 5 
Mã cao nhât của x: 4 Mũ cao nhât của x: 5 
1400 400 
1000 
£x) s00 §x) 0 
U) 
“" ộ $ ]Ô 14 EC 0 $ 
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2 cực tiêu. 2 cực tiểu. 
0 cực đại. ø ÈỨc đái. 
(nếu hàm số có hệ số trước x2 là đương) 
2 điểm uốn. 3 điểm uốn. 


Ví dụ 4: 

Vẽ đồ thị và thể hiện giao điểm với các trục đồ thị, cực đại, cực tiểu và điểm uốn: 
y=x?-6x7 

Trả lời ví dụ 4 


() Giao điểm với trục z: 


y=x*— 6x? = x?(x + v6)(x — v6) 


Nên, 
x =0 
y=0©|x=-v6 
x=v6 


(ii) Giao điểm với trục y: 
Khi x = 0 thì y = 0. 


(1ï) Các điêm cực đại và cực tiêu: 


“II TT To hộ <4 4x(x + V3)(x — v3) 


dx~ 
Nên, 
x=0 
d 
“0© x=-—v3 
x=vV3 


Vậy ta có các điểm cực đại, cực tiểu là (0; 0) và (—v3; —9) và (v3; —9). 
(iv) Đạo hàm bậc 2: 


” 
= 2 
dxã = 12x“ — 12 


Vì x = —V3 thì y'” > 0 nên (—v53; 9) là cực tiêu địa phương. 
Vì x = V3 thì y” > 0 nên (3; 9) là cực tiểu địa phương. 
Vì x = 0 thì y“ < 0 nên (0; 0) là cực đại địa phương. 


(v) Điểm uốn: 
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d3y ả 
——z= 12#? — 12 = 12(z + 1)(x — 1) 
dx 
Nên, 
d?y =Ủ k =—1 
dx2 Pa — đÍ Ù 


Nếu x < —1 thì y" >0. 

Nếu —1 < x < 1 thì y” < 0. 

Nếu 1 < z thì y” >0. 

Vậy dấu của y” thay đôi khi x = —1. Vậy (—1; —5) là điểm uốn. 
Vậy dấu của y” thay đôi khi x = 1. Vậy (1; —5) là điểm uốn. 
(vi) Đồ thị: 


Bây giờ ta đã đủ dữ liệu đề vẽ đồ thị: 


Cực đại địa phương và 
trục x (0,0) 


———— Điểm uỗn 
(-1,-3) (1.5) 


Ciiao điierri -^Í6 , j N 
trục x N h Giao điểm }. (6 
` h w 
.. - ¿ trục x 
Cực tiểu địa phương „ 


(x3.-9) và 3-9) ———Í 


Ví dụ 5: Vẽ đô thị và thê hiện giao điêm với các trục đô thị, cực đại, cực tiêu và điêm uôn: 
y=x°_-5x! 
Trả lời ví dụ 5 


Lưu ý: Câu hỏi này khá là phức tạp và đây cũng là ví dụ cho một vài rắc rối bạn có thể gặp. Nếu 
bạn vân chữa hoàn toàn hiệu, đừng lo lăng quá nhé! 


(Ù Giao điểm với trục z: 
y=x”—-5x!= x!(xT— 5) 


Nên, 
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y=0©= h _ : 
(ii) Giao điểm với trục hệ 

Khi x = 0 thì y = 0. 

(iii) Các điểm cực đại và cực tiểu: 


dy 


= 5xˆ —- 20x = 5xỶ(x -— 4) 
dx 


d 
nh 
Vậy ta có các điểm cực đại, cực tiểu là (0; 0) và (4; —256). 
(iv) Đạo hàm bậc 2: 

n = 20x — 60xF 
Vì x = 0 thì y“ = 0 nên (0; 0) không là cực trị. 
Vì x = 4 thì y” > 0 nên (4; —256) là cực tiểu địa phương. 


(v) Điểm uốn: 


d? 
— = 20xỶ— 60xŸ = 20xˆ(x — 3) 
dx 
Nên, 
dây _ — 
dx? #„= 


Nếu x < 0 thì y” < 0. 

Nếu 0< x< 3 thì y” < 0. 

Nếu 3 < x thì y” > 0. 

Vậy dấu của y” không thay đôi khi x = 0. Vậy (0; 0) không là điểm uốn. 
Vậy dấu của y” thay đổi khi x = 3. Vậy (3; —162) là điểm uốn. 


Chú ý: Thật ra tại x = Ö ta có điểm nhẫn. Đây không phải cực đại địa phương mặc dù nhìn hình 
vẽ thì có vẻ giông cực đại địa phương. 


(vi) Đồ thị: 


Bây giờ ta đã đủ dữ liệu đề vẽ đồ thị: 
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lũn 


Giao đếm với trụ x 
và điểm nhữn (0) 


Điểm uôn 


(3.-162) 


~an0 


—znu 

=2 =1 ũ 1 2 Eì § 

1 
Ụ —" tÃ .. 
ị Cao điểm với 
Cục tiểu ị trục x là Š 
địa phương ị 
(4.-256) 


Bây giờ ta sẽ nghiên cứu cách vẽ những đường cong không biểu điễn cho đa thức. Những 
đường cong này có thê không liên tục hay có những hình dáng đặc biệt. Do tính ứng dụng của 
các hình này trong cuộc sông rất lớn nên ta cần năm rõ các dạng đồ thị, đồng thời khi sử dụng 
máy tính để vẽ, ta cần xác định được những lỗi sai hay hình dáng khác thường của đồ thị. 


Ta sử dụng những kỹ thuật vẽ đồ thị cơ bản, kiểm tra đặc điểm của hàm số khi: 
x—+@œ 
#— —œo 


+ — bên trái điểm không liên tục 
x —> bên phải điểm không liên tục 


V. ĐÓI XỨNG 
Ta sử dụng tính đối xứng qua trục y để vẽ đường cong. 
VI. TẬP XÁC ĐỊNH VÀ TẬP GIÁ TRỊ 


Tập xác định (tất cả các giá {rỊ x có thể) và tập giá trị (giá trị y tương ứng với #) rất quan trọng 
đê vẽ hình theo một sô yêu câu (chăng hạn căn bậc hai). 


VII. QUY TRÌNH THỰC HIỆN 
Khi vẽ hình ta cần xác định: 

(ï) Giao điểm của đồ thị với trục z. 
(ii) Giao điểm của đồ thị với trục » 
(iii) Giới hạn khi z tiễn đến co. 

(iv) Tập xác định và tập giá trị. 

(v) Cực đại và cực tiểu. 


(vi) Đạo hàm bậc haiI. 
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(vii) Trạng thái đồ thị gần điểm không liên tục. 
Ví dụ 6: Vẽ đồ thị: 


& 
Ð Ea AE) 


Trả lời ví dụ 6 


() Giao điểm với trục z: 


4 
ẤP EU DỊ E W 
©x”+4=0 


©x= V-4x~_—16 
(ii) Giao điểm với trục »: 


Ta không xác định được hàm sô tại x = 0 nên không có giao điêm của đô thị với trục y, từ đó 
sẽ có tiệm cận tại x = Ö. 


(Hi) Các giới hạn: 

Khi x — —œ thì - —› 0, vậy y —› —oœ. 

(Thật ra, đường cong sẽ ngày càng tiến gần đến đường thắng y = x ở phần âm). 
Khi x —› +œ thì y —> +œ. 

(Thật ra, đường cong sẽ ngày càng tiến gần đến đường thắng y = x ở phần dương). 
(iv) Tập xác định và tập giá trị: 

Tập xác định: Mọi giá trị thực x ngoại trừ 0. 

Tập giá trị: Mọi giá trị thực 7. 


(v) Cực đại và cực tiểu: 


4 
h7 
ủy 
_- -=1_-8x 3 
dx : 


Ta được 1 — 8x~ = 0 © x = 2. 
Vậy ta sẽ có cực đại hoặc cực tiểu tại điểm (2; 3). 
Ẫ - . đy š 2 + äy 
Bây giờ, khi x — =9 =5 1 và khi x — +œ thì — — 1. 


(vi) Đạo hàm cấp Ván 
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dầy 24 
mẽ. Vx 


Vậy hàm lõm lên với mọi giá trị x, vậy điểm (2; 3) là cực tiểu. 

(vii) Gần điểm không liên tục: 

Khi x — 0” (nghĩa là x tiến gần đến 0 từ phía âm) thì y —› œ. 

(Bạn có thể kiểm chứng bằng cách thử các giá trị x = —1; —0.5; —0.1;—0.01; —0.001). 
Khi x — 0† (nghĩa là x tiến gần đến 0 từ phía dương) thì y — ©. 

(Bạn có thể kiểm chứng bằng cách thử các giá trị x = 1; 0.5; 0.1; 0.01; 0.001). 

(viii) Đồ thị: 


Bây giờ ta bắt đầu vẽ đồ thị: 


Cực tiếu địa phương (2,3) 


3iao cikết 
wụex C160) Tiệm cận x= 0 và ÿ=x 


ĐX 
x2+9' 


Ví dụ 7: Vẽ đồ thị y = 
Trả lời ví dụ 7 


() Giao điểm với trục z: 


(ii) Giao điểm với trục v 
Khi x = 0 thì y = 0. 
(ii) Giới hạn khi z tiến đến o: 


Chia tử và mẫu cho x2 được: 
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3 
1 
9 
1+ xã 
Khix =› =œ thì y = Ú, 
Tương tự, x —> +œ thì y — 0. 
(iv) Tập xác định và tập giá trị: 
-Tập xác định: Mọi số thực z. 
Tập giá trị: xem phần 5. 
(v) Cực đại và cực tiểu: 
—— bờ 4 
J—x2z+9 
dy 9(x?—9) 
=> ——=——— 
dx xz+9 
dy 
—=0€Ề%x=+3 
dx 


Vậy ta có cực đại hoặc cực tiểu tại (—3; —1.5) hoặc (3; 1.5). 
Một vài miêu tả cho biểu thức ^^ là: 
+ DƯƠNG khi —3 < x < 3. 


+ ÂM khi x < —3 hoặc x > 3. 


Từ đó ta kết luận rằng (—3; —1.5) là cực tiểu và (3; 1.5) là cực đại, vậy tập giá trị là —1.5 < 
+y < 1.5, đông thời ta có độ dôc tại x = 0 là: 


dy — 9(x? —9) 
HÀ loeg ˆ x?z+9 
(vi) Đạo hàm bậc 2: 


Trong trường hợp này, đạo hàm bậc hai có vẻ như phức tạp để tính nhanh, rất dễ dẫn đến sai 
sót. 


Bây giờ ta có thể vẽ đồ thị. 
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BÀI 2.2.7 ÁP DỤNG VI PHÂN ĐẺ XỨ LÝ NHỮNG VẤN ĐÈ CỰC TRỊ 


Quy trình tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất gọi là tối ưu hoá, là ứng dụng rất quan trọng của vi 
phân. Quy trình này giống. như tìm lợi nhuận tối đa của một công ty, hay giảm thiểu giá thành, 
hay số lượng vật liệu ít nhất để tạo ra một sản phẩm nào đó. Những thứ này có ý nghĩa rất quan 
trọng trong các ngành công nghiệp. 


Ví dụ 1: Lợi nhuận hằng ngày P của một nhà máy lọc dầu thoả công thức: 
P =8x- 0.02z7 


với là số lượng thùng dầu đã lọc được. Với bao nhiêu thùng dầu thì công ty sẽ đạt lợi nhuận 
cao nhât? Giá trị lợi nhuận ây là bao nhiêu? 


Trả lời ví dụ 1 


ũ : . t4 4 L4 , đP 
Lợi nhuận đạt giá trị cao nhât (thâp nhât) khi: Tai 0. 


“ uổ 0.04 
n” .04x 
dP 
——=U<x= 200 
dx 


Liệu đây có phải là giá trị lớn nhất chưa? 
d?P 


F7 si = —0.04< 0, Vx 
vậy ta có giá trị lớn nhất khi x = 200; P = 800 đồng. 


Vậy nếu như nhà máy lọc được 200 thùng / ngày sẽ đạt được lợi nhuận cao nhất là 800 đồng. 


1000 


F@) 200 


U 30 100 150 200 250 400 450 400 


x 
Ví dụ 2: Một khu vực chứa hàng hình chữ nhật được xây sát, dọc theo chiều cao của một toà 
nhà. Một hàng rào an ninh được thiệt kê năm ở 3 mặt còn lại của khu vực đây. Hỏi nêu có 
800m hàng rào bao quanh hàng rào bao quanh thì diện tích tôi đa của khu vực này là bao 
nhiêu? 


Trả lời ví dụ 2 
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Ta có diện tích là A = xy. 

Từ hình vẽ ta có 2x + y = 800 © y = 800 — 2z. 

Vậy diện tích là 4 = x(800 — 2x) = 800x — 2x. 

Để tìm giá trị lớn nhất, ta tính = = 0 © 800 — 4x = 0 © x = 200. 
Liệu x = 200 có là giá trị lớn nhất hay không, ta tính: 


bến = -4<0 Vx 

dàˆ ` 

Vậy x = 200 là giá trị lớn nhất. 

Vậy diện tích lớn nhất xảy ra khi x = 200; y = 400. Từ đó ta tính được diện tích là: 
A = 200-400 = 80 000 m = 8 ha 


Ví dụ 3: Một hộp có đáy hình vuông, không có nắp. Nếu ta sử dụng 64 cm? vật liệu thì thể tích 
tôi đa của cái hộp là bao nhiêu? 


Trả lời ví dụ 3 


Mở 4 mặt có cạnh chung với mặt đáy ra, ta được ảnh sau: 
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Thẻ tích hình hộp là ƒ = x2y. 
Ta biết diện tích bề mặt của hộp là 64 cm. Diện tích mặt đáy là x” và diện tích mỗi mặt bên là 
xy. Vậy diện tích toàn phân của hộp là x” + 64xy = 64 cm. 


Ả Ầ 16 
Chuyên về theo y, ta được y = _ = 


4 
Ta viết lại thê tích: 
3 
Vƒ =x?y = 16x —— 
Bây giờ: 
dỰ - T TÈ” 
d© 4 
dV 3x? 8 
— =0‹€©©l6—-——=0<—x=+—>^~ 462 
d 4 c 


Lưu ý: trường hợp âm không xảy ra vì không có ý nghĩa. 
Ta kiểm tra xem giá trị x có phải giá trị lớn nhất chưa, bằng cách: 


Ji: SE GHI TT Vx>0 
dx?2 2 ' Š 


Vậy x tìm được là giá trị lớn nhất. 

Vậy kích thước của hộp là: 

Đáy: 4.62 cm x 4.62 cm. 

Các mặt bên: 4.62 cm x 2.31 cm. 

Thể tích tối đa của hộp là: 4.62 - 4.62 - 2.31 ~ 49.3 cm3. 


Thử lại: Diện tích vật liệu là: 
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x? + 4xy = 21.3 + 4- 4.62 - 2.31 = 64 


Kết quả thử lại phù hợp. 
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BÀI 2.2.8 BÁN KÍNH CONG 


Ta có thể vẽ một vòng tròn một cách sát, vừa khớp với những điểm nằm trong l đoạn của 
đường cong như hình dưới đây: 


Bán kính cong của một đường cong được định nghĩa là bán kính của một đường tròn trùng với 
một phân cung của đường cong. Tuy nhiên một đường cong thì có những cung khác nhau ứng 
với độ cong khác nhau. Vậy làm thê nào đê xác định được sự thay đôi của bán kính cong? 


Công thức bán kính cong ở bắt kỳ điểm x của đường cong y = ƒ() là: 


Bán kính cong: 


Chứng minh 


Độ cong của một đường cong cho trước ở một số điểm nhất định là độ cong của một đường tròn 
trùng với l phân cung của đường cong tại các điêm đó. Trong bài việt này ta tạm gọi đó là 
đường tròn Z. 

Độ cong phụ thuộc vào bán kính, bán kính càng nhỏ thì độ cong càng lớn (tiền tới các điểm ở 
cực biên). Bán kính càng lớn thì độ cong càng nhỏ. Từ đó ta SUY luận được răng nếu có một 


đường tròn x rất lớn thì điều đó có nghĩa đường cong tại các điểm tương ứng với đường tròn 
gân như là một đường thăng. 


Bán kính cong 9 có mối liên hệ mật thiết với chính độ cong đó. Cụ thể: 


#~Ö 
—K 


Vậy ta sẽ đi tìm độ cong đầu tiên, sau đó áp dụng công thức trên ta sẽ tìm ra được bán kính. 


Giả sử P; P; là hai điểm khác nhau trên đường cong và ở rất gần nhau, ví dụ như hình dưới đây: 
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Đặt 4s là độ dài cung PP. 

Đặt A6 là góc tạo bởi tiếp tuyến từ P di chuyên đến Pạ. 
Độ cong của cung từ P đến P; là = 

Bây giờ cung K tại P xác định bởi: 


¬.». 
—TPhụas Vds 


Ta cần tìm h bằng cách tách thành: 
d0 _ d0d+x 
dsễ dx ds 
Lưu ý rằng ta có tan(Ø) = = (công thức độ dốc của cung tại 1 điểm) nên: 


d 
8 = arctan C) 


dx 
Vậy ta được: 
d0 z d : 3) 
dx  dx . dx 
dy = 
z ` 3 — =  ÄŸ _ _ dx ~ , , ⁄ Ni 
Ta có đạo hàm của y = arctan(), (w = ƒ()) là T= 1z (sẽ chứng minh trong các bài 
VIêt sau). 
ậo dy ĐỂ 7 tuyệt ". 
Với 1 = arctan Œ) ta tiên hành vi phân như sau: 
dỀy 
ng nan (2) =— 
An" arctan ¬ = Tn 
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_n TT... ⁄ 
Tiệp theo, ta tính = băng cách: 


dx _ 1 r lÌ 
dsc ds 
dx 
Vậy ta được: 
dỀy 
¬... dx? 
S= đề dy\2 3/2 
(:-() 


Từ đó ta tính được bán kính cong là: 


213/2 
(+) 
1 dx 
“=xr" ›zz= 
dx2 


Đương nhiên giá trị của bán kính phải là số đương nên ta lây trị tuyệt đôi mẫu sô của phân số 


3/2 

dy\7 

1 (:+()) 
“SE "lay. — 
dx2 


trên. Cuôi cùng ta được: 


Ứng dụng thực tiễn: Khi các kỹ sư thiết kế đường ray xe lửa, họ cần phải bảo đảm độ cong của 
đường ray phải an toàn và đảm bảo được xe lửa chạy trên đường ray theo một tôc độ cho trước 


một cách trơn tru. 
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Ví dụ 1: Xác định bán kính cong của hàm bậc 3: 
y=2x-x+3 
I1 e= 1, 
Trả lời ví dụ 1 
Đầu tiên ta cần vẽ đồ thị để tiện trong việc tính toán: 


y=2x-x+3 


8 


Sau đó: 


d 2 
C) = (6x? — 1)? = 36x“ — 12x? + 1 


Thay vào công thức bán kính cong, ta được kết quả: 


dv\2 3/2 
5 “) 4 2 3/2 
+T.1_ đx - 010W = TãN” Thi 
—K- dầy ã |12x| 
dx 


Vậy bán kính cong tại x = 1 là: 


(36x — 12x2 + 2)3⁄2 


= 11.047 87562 
|12x| 


=1 


Bây giờ ta xem “thành phẩm” đạt được. Nhìn vào đồ thị dưới đây với đường cong (màu xanh) 
với đường tròn (màu đỏ đậm) năm lên trên. Đường tròn trên là phù hợp nhât đề trở thành đường 
tròn y (đã được định nghĩa ban đâu) tại điêm (1; 4) 


Ta có thể biểu diễn tâm đường tròn z là (—9.8; 6.17). 


Khoa: TOZÁN HỌC 97 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


Tâm = (-9.83, 6.17) 


Bán kính = 11.05 


1,4) 


Ví dụ 2: Giả sử ta có đồ thị được tạo thành bởi các điểm cho trước và ta không biết hàm số của 
đô thị này. Vậy làm thê nảo ta xác định được bán kính cong của đô thị đó? 


Lấy bất kỳ 3 điểm nhằm mường tượng cách thức giải quyết vấn đề. Giả sử 3 điểm đó là (1; 1), 
UE)NE)) 


Ta sẽ giải quyết bài này theo ba cách khác nhau, 
Cách 1: Tính xấp xỉ bằng hình Parabola thích hợp và công thức vi tích phân: 
Ta có đồ thị gắn với 3 điểm (1; 1), (2; 3). (3; 8). 


Có một cách để tìm bán kính cong đó là tìm hình parabola thích hợp đi qua 3 điểm này. 
Parabola là đường cong tuyệt hảo đê xác định đường cong gân đúng nhât cho một sô hữu hạn 
điêm. 
Theo chương trình toán cấp 2, đồ thị Parabola có dạng: 
y=axz?+bx+c 
Thay thế toạ độ ba điểm đã cho, giải hệ phương trình, ta được kết quả: 
y= 1.5x?— 2.5x+2 


Vậy ta được hình parabola sau: 
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Xem như đây là hàm số ta cần tìm (chỉ đúng với một vải điểm cho trước), sử dụng công thức 
bán kính cong: 


Bán kính cong: 


. (M@#` 


K”" —l#y 
dx? 


%= 


Ta xác định đạo hàm cấp 1 và cấp 2 và giá trị của chúng tại điểm giữa (2; 3). 


dy 
——=3x_— 2.5 
dx w 
Tại x = 2 thì S” = 3.5. 
dx 
Đạo hàm cấp 2: 
dẦy — 
dx2 - 


= 16.08 


Vậy ta đã tìm được hình parabola gần đúng nhất với hàm số ứng với hữu hạn điểm gần với 
những điêm đã cho, và từ đó ta cũng xác định được bán kính cong, cũng chính là bán kính 
đường tròn gân sát với đường cong, gân với các dữ liệu đã cho ban đâu. 


Hình dưới đây biểu diễn 3 điểm, hình parabola ta tìm được và đường tròn ứng với độ cong tạo 
bởi ba điêm cho trước có bán kính 16.08. 
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Cách 2: Sử dụng phép xấp xỉ tuyến tính và công thức vi tích phân: 
z Ä v¿ Ậ .. v2 0 Si) 
Ta có thê tính xâp xỉ giá trị = tại điêm giữa (2; 3) như sau: 


Độ dốc (hệ số góc) của đường thăng đi qua 2 điểm (1; 1) và (2; 3) là: 
Ay _ 2 


BU n ä 


Độ dốc (hệ số góc) của đường thăng đi qua 2 điểm (2; 3) và (3; 8) là: 


_AÂy 5 
?"X»-!1T 


Z "- ` 3 t2 4A TÃ Ậ tuổi đó 15 ve „6 
Ta tính trị sô trung bình của 2 giá trị độ dôc đê ra được giá trị “thô” của E= 


Ñ & 215 d 
Độ dôc trung bình = —*=35~^”, 
2 đx 


Với độ dốc của độ dốc (tức đạo hàm bậc 2), ta xác định tốc độ thay đổi độ dốc zn chia cho tốc 
độ thay đôi của x trong khoảng [1.5; 2.5] (giá trị 2 biên là điêm giữa của 2 điêm mà đoạn thăng 
đi qua). 


. A. A 
Độ dôc của độ dôc = —— = =3z~—.. 


Khá là trùng hợp, giá trị xấp xỉ này lại chính xác với giá trị ta tính được ở Cách 1. 


Thay thế các giá trị cần thiết vào công thức bán kính cong, ta được giá trị bằng gới giá trị tính 
được ở cách l. 
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Kiểm tra đáp án theo hình dưới đây, ta thấy đường tròn xấp xỉ y (màu đỏ tối, tâm D, bán kính 


16.08) đi qua 3 điểm cho trước. Điều này vẫn đúng khi ta lấy tốc độ trung bình chính xác hơn 
đê có được giá trị phù hợp nhât cho đạo hàm bậc 1 và bậc 2. 


Cách 3: Tìm bán kính đường tròn đi qua 3 điểm. 

Đây chính là cách chính xác nhất để tìm bán kính cong. Bằng kiến thức toán phố thông, ta dễ 
dàng xác định phương trình đường tròn đó. 

Tổng quát, giá trị x cho tâm đường tròn đi qua ba điểm A(¡; y¡); B(;; y;); C(xs; y4) cùng với 


2 đường thắng có độ dốc rmạ và mn; là: 


_ Tim — V3) +Tn¿(Xị + x¿) — Tmị(%; + x3) 


. 2(mn; — 1m) 


Công thức trên dựa theo việc tìm giao điểm các đường trung trực của 2 đương thắng đi qua 3 
điêm như hình dưới đây: 


Vậy với các điểm đã cho, ta tính được giá trị x¿ = —10.833 (giá trị m;;rn; tính ở công thức 2). 


Với giá trị y của tâm, công thức cho đường trục trực đầu tiên là: 
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`. . _*¡† ^) 1 7172 
TnỊ ^ P, 
Vậy với những điểm đã cho, ta tính được giá trị y chỉ với việc thay số: 
y„ = 8.166 5 
Vậy tâm đường tròn qua ba điểm (1; 1), (2; 3), (3; 8) là (—10.83; 8.17). 


Cuối cùng, ta xác định bán kính bằng cách tính khoảng cách từ tâm đến bất kỳ 1 trong 3 điểm 
đã cho. Ở đây tôi chọn (1; 1). 


Bán kính: (xa = Mã NỤp (y; = ) > 13.834. 


Vậy ta đã tìm được bán kính đường tròn là 13.834, đáp án này chính xác nhất và ta cũng có thể 
thây sự khác biệt rõ so với cách 1 và cách 2. 
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PHẢN 2.3: ĐẠO HÀM HÀM SỐ SIÊU VIỆT 
BÀI 2.3.1 MỞ ĐẦU 


Có rất nhiều ứng dụng khoa học, kỹ thuật của hàm mũ (e*), hàm số logarithm (log(z)) và hàm 
lượng giác (sin(); cos();. sE Trong phần này, ta sẽ tìm công thức tính đạo hàm của hàm SỐ 
siêu việt. Ta cần biết tốc độ thay đổi của hàm số. 


Trong phần này: 


+ Bài 2.3.1 Đạo hàm sô hàm lượng giác và ứng dụng: Ta sẽ nghiên cứu đạo hàm của hàm sô 
Sine, cosine, tangent, cosecant, secant và cotangent cũng như hàm ngược của nó. Ngoài ra ta sẽ 
nghiên cứu thêm vài ứng dụng của nó như tôc độ thay đôi, cơ khí, phương trình chuân. 


+ Bài 2.3.2 Đạo hàm hàm số logarithm, hàm mũ và ứng dụng: Ta sẽ biết cách đạo hàm hàm số 


logarithm, hàm số mũ và vài ứng dụng của nó như bán kính cong, sự tối đa hóa, cường độ âm 
thanh, hàng không, điện. 
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BÀI 2.3.2 ĐẠO HÀM HÀM SÓ LƯỢNG GIÁC VÀ ỨNG DỤNG 


Hiện nay hàm mũ (e*), hàm logarithm (Iog(+)), hàm số lượng giác (sin(+) ; cos(%) ; ... ) có rất 
nhiều ứng dụng trong các ngành khoa học, kỹ thuật, gọi là các hàm siêu việt. Sau đây tÔi xin 


cung cấp một số công thức cơ bản của hàm lượng giác. Việc chứng minh chủ yếu dựa vào định 
nghĩa đạo hàm. 


d(sin(z)) 
Hi NG cos(z) 
d(cos(z)) `. 

x 
d(tan(z)) 
ma = sec2(z) 
=2- — csc(z) cot(z) 
Bộ S004 20) = sec(z) tan(x) 
d(cot(z)) 
%...ẽ csc2() 


Nếu 1 = ƒ(z) là hàm số theo biến x, khi đó, sử dụng quy tắc xích, ta được: 


dGinŒ)) _ 

.= Os( b‹ 

x 

d(cos(u)) =—sin( sáu 
—  QwẽnÐ) 
4(n00)_ _.y dt 
d(csc()) m ấu 
—————=-csc(u) cot(u)—— 

KP dx 
VU Đen)” 
d(cot()) đu 
J_">.aann sc^(u) an 


Ví dụ 1: Tính vi phân y = sin(x? + 3). 

Trả lời ví dụ 1 
Đầu tiên, đặt u = x2 + 3, vì vậy ta được y = sin(0). 
Ta có: 


dy dydu 


dx  dudx 


du 
= coS(1) ri 
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= cos(xˆ +3) =. 
= 2xcos(xZ +3) 
Quan trọng: cos(xZ + 3) khác với cos(x2) + 3. 
Dấu ngoặc có ý nghĩa khác biệt rất lớn. Nhiều học sinh đã mắc sai lầm khi gặp dấu ngoặc. 


Dưới đây là đồ thị của y = cos(x2) + 3 (màu xanh lá) và y = cos(x2 + 3) (màu xanh dương). 


Đồ thị đầu tiên, y = cos(x?) + 3 có nghĩa là đường cong y = cos(z?) đi lên 3 đơn vị. 


M| 


3 
y=cosx"+ 3 


Đồ thị thứ 2, y = cos(x? + 3) có nghĩa là ta phải tính giá trị x2 + 3 trước, sau đó mới tính kết 
quả cosine: 


Hai kết quả rất khác biệt. 
Ví dụ 2: Tính đạo hàm hàm 2 ẩn: 
x cos(2y) + sin(z) cos(y) = 1 


Trả lời ví dụ 2 
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Phương trình hàm 2 ân: 
x cos(2y) + sin(z) cos(y) = 1 


Đạo hàm: 
x(—2sin(2y)) T + (cos(2y))(1) + sin(z) (- sin() m) + cos(y) cos(z) = 0 
Vậy, 
(—2x sin(2y) — sin(z) sin(y)) ` = — cos(2y) — cos(y) cos(z) 


dy _ cos(2y) + cos(y)cos(z) 


dx  2xsin(2y) + sin() sin(y) 


Ví dụ 3: Một dòng điện (đơn vị Ampere — 4) trong mạch máy khuếch đại tuân theo hàm số 
theo thời gian £ (giây — 5) là: 


¡ = 0.10 cos (120m + -) 
6 
xác định biểu thức của điện áp đi qua cuộn cảm có độ lớn 2.0 nH. Biết rằng: 
di 


ỨÙ,=L— 
Ẻ dt 


Trả lời ví dụ 3 


= 0.002(0.10)(20z) (— sin (120m + s)) 


= ~0.024msin (120t + SỦ 


Sử dụng quy tắc thương số cũng như đồng nhất thức lượng giác, ta có các công thức sau: 


ĐC CÁ) = — csc(z) cot() 
dx 
_— = sec(z) tan(x) 
dŒot2))_ _ xét fỞ 
dx 


Ví dụ 4: Tính đạo hàm hàm số: 


3 cot(x + y) = cot(y?) 


Khoa: TOZÁN HỌC 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


Trả lời ví dụ 4 
Đây là hàm số 2 ấn: 
3 cot(x + y) = cot(y) 
Đạo hàm về trái, ta được: 


dy 
= 2 =—= 
3csc“(x + y) ụ + mỊ 


Đạo hàm về phải, ta được: 
dy 
— SỈ 2 5 —) 
(—sin02)) (3y 

Vậy ta được kết quả: 

dy dy 
= 2 == | —=¿=el 2 NV 
3csc“(x + y) ụ + T) Ẳ “G )) (z T) : 
= = 2  —_”Nxem(x2) 
© —-3csc“(x + y) — 3csc“(x + y) đồ 2ysin(y PP 


d 
© (2y sin(yŸ) — 3 csc2(x + y)) = = 3csc7(x + y) 

dy _ 3csc2(x +y) 

dx  2ysin(y2) — 3csc2(x + y) 
Lưu ý: Ta cũng có công thức đạo hàm hàm lượng giác ngược. 
Ta cần nhắc lại khái niệm. Biểu thức sin”1(x) có nghĩa rằng ta phải tìm một góc ® nào đó để 
sin(®) = x. 
Ngoài ký hiệu sin”1(x) thì ký hiệu arcsin() cũng có ý nghĩa tương tự. Tuy nhiên việc sử dụng 
arcsin sẽ tốt hơn sử dụng sin"1 nhằm tránh nhằm lẫn với giá trị nghịch đảo, như 3~1 = s 
Trong bài viết sẽ sử dụng ký hiệu sin"1 để trùng khớp với ký hiệu trên máy tính. 


d(sin"1(u)) — 1 du 
dx 7 \NI-u2dx 
d(cos~1(w)) _ =Ì 
dx "JJ =u>dx 
d(tan"1(u)) —1 du 
dx  V1+u2dx 


+, Lẻ b dy kì 
Ví dụ 5: xác định 2x của: 


x+y =tan 1(x2 + 3y) 


Trả lời ví dụ 5 


Đạo hàm hai về, ta được: 
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x+y = tan !(x? + 3y) 


=... : É ra) 
dx 1+Œ?2+3y)2\“ ”Ởqx 


8 _ 2x—1- G2 + 3y) 
dx — —2+(x2+3y)2 


Bây giờ ta sẽ sử dụng đạo hàm hàm số lượng giác cũng như hàm lượng giác ngược để giải 
quyêt một sô vân đê. 


Ví dụ 6: Xác định phương trình pháp tuyến của đường cong: 
s3 
=.” nhà 
y = tan ( 5) 


tài =. 
Trả lời ví dụ 6 
dy - th 1 
dx x\ () 
1+) 


Khi x = 3 thì biểu thức trên là 0.153 846. 
Vậy độ dốc tiếp tuyến tại x = 3 là 0.153 846. 
Độ dốc pháp tuyến tại x = 3 là: 


1 


NI TT NNG 


Vậy phương trình pháp tuyến tại điểm x = 3y = 0.982 8 là: 


y — 0.982 8 = —6.5(x — 3) 
© y = —6.5x + 20.483 


Ví dụ 7: 


Một mạch điện có công suất P, trở kháng có góc lệch pha là Ø. Công suất biểu kiến P„ của mạch 
có biêu thức: 


Đy = Psec(6) 


Giả sử P = 12 W, xác định tốc độ biến thiên của P„ khi Ø thay đối với tốc độ 0.05 rad/phút. 
Giả sử ban đâu Ø = 40°. 


Trả lời ví dụ 7 


Sử dụng quy tắc xích, ta được: 


dP, _ dP,d6 
dt — d0 dt 
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Ta có P„ = P sec(Ø) = 12 sec(6) (vì P = 12W). 
dB, 


êm 12 sec(Ø) tan(Ø) 
Ta có: 
cc =5 
dt ˆ 
Vậy, 
đdP„ 
—— 12 sec(Ø) tan(Ø) = 0.6 sec(Ø) tan(6) 


Khi Ø = 40°, biểu thức trên bằng với 0.657 W/phút. 


Ví dụ 8: Một thiết bị được lập trình để di chuyên một công cụ khắc tuân theo biểu thức x = 
2 cos(3£) và y = cos(2t). Kích thước tính theo cm và thời gian £ tính theo s. xác định vận tôc 
của dụng cụ khi £ = 4.1 s. 


Trả lời ví dụ 8 


dx : 
1= dt = —6 sin(3t) 
Uy = s = —2sin(2t) 


Tại £ = 4.1 thì x = 1.579 và y = —1.88. 


bạc lv? + 0ý = 2.46 cm/s 


Nói về vận tốc, ta cần phải xác định được phương hướng. Trước hết ta gần tìm ra góc nhọn 
thích hợp (góc dùng đê làm môc): 


Vậy: 


( “Ị Ea = 509 
m NẾPP CÀI DU 
Xét trên vòng tròn lượng giác, ta đang ở góc phần tư thứ 4 vì „ đương và øy âm. Vì vậy góc 
cần tìm là: 
360” — 50° = 310” 
Ví dụ 9: Màn hình TV đặt thăng đứng tại sân vận động, cao 2.4m, cạnh thấp nhất nằm phía 
trên tâm mặt khán giả A4 ngôi dưới nó là 8.5 ?n. Giả sử khán giả B có góc quan sát TV là thuận 


lợi nhất khi đối diện với màn hình TV là cực đại, khi đó khoảng cách giữa khán giả B đến khán 
giả A là bao nhiêu? 


Trả lời ví dụ 9 
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Ta xác định 6; 0; như hình trên, từ đó ta được Ø = 6; — 6). 


8). mổ ¬ ậ z l 32 2190 ⁄ m2 À s2 lÓ IẾ : 8... 
Giả sử x là khoảng cách từ khán giả B đên khán giả A, đê tính giá trị Ø cực đại, ta cân tìm Với 
cho nó bằng 0. 


Ta lưu ý rằng: 


Điêu này dân đên: 


Vậy ta được: 
10.9 8 
0=60;,—0; =tan"!( TC ”}- a ') 
x 

Tính đạo hàm: 

d0 

—= —2.4x? + 222.36 

dx 


d0 
=: "— 0 © —2.4x? + 222.36 = 0 © zx = 9.63 


Vì ta tính khoảng cách nên ta lẫy giá trị đương. 
Vậy khoảng cách từ khán giá B đến khán giả A là 9.63 cm. 


Ví dụ 10: Một trục cuộn tại một sân bốc dỡ hàng dùng để kéo lê container trên mặt đất. Trục 
cuộn quay dây cáp với tôc độ 2 m/s và trục cách mặt đât 5 ?n. Hỏi với tôc độ nào thì góc Ø tạo 
bởi dây cáp và mặt đât thay đôi sau khi trục cuôn được 10 mm dây cáp? 
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Trả lời ví dụ 10 


Sơ đồ vô hướng (chỉ bao gồm khoảng cách): 


Ta có thể thấy rằng sin(Ø) = = nên Ú =šln” É). 


Sơ đồ vector (bao gồm vận tốc): 


Ta còn có: 
dx 
=“.=.= 
dt liệu 
x» „ đ Š Ề 
Do ta cân tìm ¬r nên ta sử dụng: 
d9 _ d9dx 
dt ` dx dt 
VìØ = sin"1 () nên ta được: 
».d 
d8 —5 
dx _ 2 
Z2 J1L= D) 
Vậy: 
d0 d0dx —B 10 
PHI ĐEN. OEEIRR-- 
SA] án Di 
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Ta muốn biết tốc độ biến thìên khi x = 10, thay giá trị này vào biểu thức trên, ta được kết quả: 


“Ế — 0.1155 d/ 
T=0, rad/s 
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BÀI 2.3.3 ĐẠO HÀM HÀM SỐ LOGARITHM, HÀM MŨ VÀ ỨNG DỤNG 
I. ĐẠO HÀM HÀM SÓ LOGARITHM 


Đầu tiên ta quan sát đồ thị hàm số logarithm cơ số e: 


ƒ() = loga(%) 


Hàm số này thường được viết gọn thành In(e). Tiếp tuyến tại điểm x = 2 được cho ở trên đồ 
th. 


Độ dốc= 1/2 


^ HÁN ,:Ä Ấ . „xi ; 4bÃ ý h -À ` M z › XS +? TA 
Độ dôc tiệp tuyên tại x = 2 là n (Ta có thê xác định điêu này băng cách nhìn vào tỉ lệ tung / 
hoành). 


Nếu y = In(z), ta xét: 


1|2|3|4|5 
7.1. In ịc 
2|3|2|5 
1 
¡6! | | 
2|3|2|5 


- K qÁ ¬-= A `. ". . kẽ -‹ . ` £ 1 LÀ ` 
Ta thây răng độ dôc tại môi điêm trên đô thị trùng với giá trị điêm đó trên hàm sô = Điêu này 
đúng với mọi giá trị x dương (ta không có logarithm của sô âm). 


h _ A z & ca... ề X D À : 1 Đã 
Nếu ta làm nhiêu ví dụ nữa, ta sẽ xác định được đạo hàm của hàm sô y = ln(z) = P Hay nói 
cách khác: 


dy - 


†1 
dx  x 


Lưu ý 1: Thật ra kết quả này có được từ bài “Nguyên lý cơ bản để tính đạo hàm”. 
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Lưu ý 2: Ta đang sử dụng logarithm với cơ số e. Nhắc lại định nghĩa hàm số logarithm: “Với a 


là một số dương và b là một số dương, số thực m thỏa mãn a* = b được gọi là logarithm cơ số 
a của b. Ký hiệu log„(b)”. Ở bài trên, e là giá trị giới hạn của: 


1 
lim ụ + ¬ 
?:¬œo 11 


1. Đạo hàm hàm số logarithm y = In(x) 


Tt 


Cách viết đạo hàm hàm số logarithm có thê là: 


1 
qdn(z))' =— 
x 
d 1 
3x nŒ)) =- 
x x 
d 1 
+x dog.()) = 
Nếu y = In(z) thì: 
dy 1 
dx  x 


Ví dụ 1: Tính đạo hàm của hàm số y = In(2z). 
Trả lời ví dụ I 
Ta sử dụng công thức: 
log(ab) = log(a) + log(b) 
Ta viết lại đề bài: 
y = In(2z) = In(2) + In(+) 


Đạo hàm của hăng sô băng 0, vậy: 


d 
3xn@2)) =0 


Vậy ta còn: 
d 1 
3x Un2)) == 
s4 # 
Đáp án là: 
dy 1 
dx x 


Ta quan sát đồ thị dưới đây biểu diễn độ dốc của đồ thị y = ln(2z) (đường cong màu đen, tiếp 
tuyên màu đỏ), hình dạng giông với đô thị y = ln(z) (đường cong màu xanh, độ dôc màu hông) 
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tại điểm x = 2. 


2. Đạo hàm hàm số y = In(0) (với là hàm số theo +) 


Ta không thể chỉ đơn thuần sử dụng các quy tắc cộng trừ nhân chia trong logarithm để giải 
quyết. Trong những bài toán thực tế yêu câu ta tính đạo hàm logarithm của một hàm sô nào đó 
theo x. Ví dụ như đạo hàm y = 2 ln(3xZ — 1). 


Ta sử dụng công thức hàm số hợp đề giải quyết bài toán. Nếu y = ln(1) ; = ƒ(z) thì: 


dy tu 
dx tu 
với 1“ là đạo hàm của tu. 
Một cách viết khác: 
dy _ ldu 
dx  udx 


Bạn có thê thấy có cách viết sau, ý nghĩa không đổi. Nếu y = In( Ƒ (x)) thì đạo hàm của y là: 
dy _ƒ() 


dx ƒŒ) 
Ví dụ 2: Tìm đạo hàm hàm số y = In(sin(2z) Vx2 + 1). 


Trả lời ví dụ 2 
Đầu tiên ta sử dụng công thức logarithm sau để đơn giản hóa bài toán: 


log(aD) = log(a) + log(b) 


log(a*”) = n log(a) 


Vậy ta có thể viết lại biểu thức của đề bài thành: 


=Ìn (sin(2z) Vx?z+ 1) 


Khoa: TOZÁN HỌC" 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


= ln(sin(2z)) + In( x?z+ 1) 
= In(in(2z)) + In((x2 + 1)1⁄2) 


= ln(sin(2x)) + sinŒ? +1) 


Tiếp theo, ta dùng quy tắc sau để tính đạo hàm (sử dụng 2 lần): 


dy _ 
dx tu 
Với ú = sihi(2x) = U = 2cos(3*), 
Vôif ae leeu =7 
Vậy ta có đáp án: 
dy _ 2 C052) 1 5% A 


= 2cot(2x) + ——— 
bà 


dx  sin2x) 2x?+1 “+1 


3. Đạo hàm hàm sô logarithm với cơ sô khác sô e 


Nếu  = ƒ(z) là hàm số theo x và y = logp() là hàm số logarithm theo cơ số b thì ta có được 
đạo hàm của hàm logarithm với cơ sô Ð là: 


dy tu 

——> log,(8)— 

Em øp(£) „ 

với 1u" là đạo hàm của 1 và log,(e) là hằng só. 

Lưu ý 1: Kết quả này có được từ bài “Nguyên lý cơ bản để tỉnh đạo hàm ”. 


Lưu Ý: Nếu ta chọn e làm cơ số thì đạo hàm của ln(z) (với w là hàm số theo x) được tính 
băng công thức đơn giản hơn dưới đây: 

dy _ 

dx tu 
Lưu ý rằng log„(e) = 1. 
Ví dụ 3: Tính đạo hàm của y = log› (6z). 

Trả lời ví dụ 3 
Ta sử dụng công thức sau đề đơn giản hóa vấn đề: 
log(ab) = log(a) + log(b) 


Ta việt lại bài toán: 


y = loga(6x) = loga(6) + loga(%) 
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Ta có log;(6) là hằng số nên đạo hàm bằng 0. 
Đạo hàm của phần thứ hai, sử dụng công thức sau: 


dy 1 
.m = log;(e) n = 


H. ỨNG DỤNG CỦA ĐẠO HÀM HÀM SÓ LOGARITHM 


log;(e) 
x 


1. Ứng dụng cho ngành hàng không 
Ví dụ 4: Một máy bay Cessa cất cánh từ sân bay gần mặt nước biển có quỹ đạo theo hàm số: 
h = 2000 In( + 1) 


với h tính theo feet và £ theo phút. Tính tốc độ cất cánh tại thời điểm £ = 3 phút. 


Trả lời ví dụ 4 


Đồ thị hàm số h = 2000 InŒ + 1) cho thấy đây là mô hình thực tế khi máy bay bay lên cao. Ở 
độ cao thâp, khi lượng không khí còn dày đặc thì tôc độ lên cao rât lớn. Nhưng khi máy bay 
càng bay lên cao, tôc độ lại giảm. 


bù (eet) 


£ (Phú) 


Đề xác định tốc độ lên cao (vận tốc ngang), ta cần xác định đạo hàm bậc nhất: 


d 2000 
—(2 l +1))=——— 
cà 000 In(£ )) mm 
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Tại £ =3, tạ được  = —= = 500 ƒeet/phút. 


Lưu ý: Trong ngành hàng không, độ cao phía trên mực nước biển được tính theo đơn vị feet 
(1 ƒeet = 0.304 8n), được xem là đơn vị đo chuân và được dùng phô biên trong ngành khoa 
học hàng không và hàng hải. 


2. Mức cường độ âm và decibel 


Mức cường độ âm P của một nguôn âm cho trước được xác định băng công thức: 


P =10log () 
Wo 
Đơn vị đo là decibel (đB). 
W là cường độ âm, có đơn vị là watt. 
Wạ là cường độ âm chuẩn mà tai người nghe được. Nó là một hăng số có giá trị 1012 W /m2. 


Cường độ âm có mối liên hệ đến cường độ của sóng âm. Logarithm được sử dụng để giải quyết 
các giá trị của mức cường độ âm lớn mà con người nghe được (từ tiếng gió nhẹ khoảng 20 đB 
đến tiếng gầm rú của show diễn nhạc Rock vào khoảng 120 đP, phụ thuộc vào khoảng cách tới 
người nghe). 


Ví dụ 5: Xác định tốc độ thay đổi của mức cường độ âm P theo thời gian nếu W = 7.2 và 
dw "`... : 
_= 0.5 tại một thời điêm £ cho trước. 

Trả lời ví dụ 5 


Ta có My = 1012 W/m2, sử dụng công thức logarithm cho phân só, ta được: 


) = 10(og(W) — log(10~1?)) 


W 
7= 10log Ís-e 


Sử dụng công thức đạo hàm logarithm, kết hợp log(10~12) là hằng số, ta được: 


- *xị(; = @))“_ n =10( 1 @))“ 
đ, w °810\#2} qị s w °510#2) qị 


LÔ .„ _.:.,.V & 6V” váy SI Ấn), 
Thay thê các giá trị W và T từ đê bài, ta được: 


n =10(= : log;o(e) )0 0.5 = 0.302 đB/s 

dt Tuố 

Đơn vị đo là đB /s vì mức cường độ âm thay đổi theo thời gian. 

Ví dụ 6: Giả sử mức cường độ âm IW/ xác định bằng biểu thức theo thời gian £ (giây) sau: 
W=t”+t+1 


xác định tốc độ thay đổi của mức cường độ âm P tại thời điểm £ = 3s. 
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Trả lời ví dụ 6 


Đồ thị hàm số W = t2 + t + 1 là một hình parabola đơn giản: 


W 


` 2 
Đồ thị của mức cường độ âm P = 10log (“=”) 
Nn) 
134 
132 
130 
128 
126 
124 
122 
120 
£ 
ũ 1 2 3 4 5 
Đạo hàm của P là: 
T=10(1-] ())“—_ 
dc — \wW P8107. 
1 d(?+t+1) 
ð“"“=“...ẽ 
f?+t+1 08:o(6) dt 
=. 2t+1 
—— É2+f+1 
Tại £ = 3, tốc độ thay đổi P theo thời gian là: 
cản nhi = 2.339 đB/ 
dt ` `t?+t+rIÌ; ` ủ 


Ví dụ 7: Nếu W = cos(0.2£), xác định tốc độ thay đổi của mức cường độ âm P tại thời điểm 
t=1s. 


Trả lời ví dụ 7 
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Đồ thị W = cos(0.2t). 


0.7 


0.6 


Đồ thị P = 10log ( 


Ta thấy răng đồ dốc đồ thị là âm, vậy ta dự đoán đáp án sẽ có giá trị âm. 


Ta có. 


cos(0.2£) 
 = 10log 10-12 


Mặt khác: 


dP _ dy Tối cos(0.2£) 
dt di P10( 10-12 


dW 


1 
= 10 (Go (e)) F5 


1 . 
=1 mm (e)) (—0.2 sin(0.2£)) 


= —0.869 tan(0.2t£) 


Tại £ = 1s, giá trị đạo hàm là —0.176 đB/s. 
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Đáp án là âm, đúng như ta dự đoán. 
Ví dụ 8: Bán kính cong tại 1 điểm trên đường cong được xác định bởi công thức: 


Bán kính cong: 


s¡./3 
Ệ + (Ø) 
dx 
ˆ dây 
dx? 


Một trục quay cơ học di chuyên theo đường đi sau: 
y = Ìn(secxz) 
Với =l50im <Sx <€ 15m, 
Tìm bán kính cong của đường đi này với x = 0.85 đm. 
Trả lời ví dụ 8 


Đường đi của trục quay được thẻ hiện bằng đường cong màu xanh. Tại điểm này ta có thể vẽ 
một đường tròn sát với đường cong. Ta sẽ tìm bán kính của đường tròn này. 


Khi x = —0.2, bán kính cong là 0.9. Khi x = 1.4, bán kính cong là 5.8: 


B CÔ Bọ b œ 0 


+10 -§ -6 -4 -2 0ñ 2 
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y =ln(sec(z)) 


Vậy: 


dy _ sec(z) tan(z) 
dx~ sec(*) 


= tanix) 
Khi x = 0.85, ta được kết quả là 1.138. 
Và, 
#2 
= = sec (1x) 
Khi x = 0.85, ta được kết quả là 2.295 8. 
Vậy ta được bán kính cong: 


(¡: ` 


(1+1.1382)32 3.4786 


= ————————— = = —= _-————— — 1. ¿ 
P d2y ` |2.2958| 5”... 
dx2 
HI. ĐẠO HÀM HÀM SỐ MŨ 


Đạo hàm của e có đôi chút đặc biệt, biêu thức đạo hàm của eZ lại ra chính nó, đó là eZ: 


d(e*) R 
dx - 


c* 


Điều này nghĩa là gì? Có nghĩa độ dốc bằng với giá trị hàm SỐ (giá trỊ y) tại mọi điểm trên đồ 
thỊ. 


Ví dụ: Khi x = 2, ta điểm này, giá trị y là e2 ~ 7.39. 


Vì đạo hàm của e# là e* độ dốc của tiếp tuyến tại x = 2 là e2 ~ 7.39, ta có thể quan sát đồ thị 
dưới đây: 


201 y 


š 


to] (2, 7.39) 


Độ dốc = 7.39 
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Ta xem đồ thị sau để hiểu rõ hơn việc độ dốc tại 1 điểm của đồ thị )=. bằng đúng với giá trị 
y=€”: 


y ‡<— G. 148.4) 


Độ dốc = 148.4 
lộc, Bha 


Ta thấy rằng tại x = 4. giá trị y là 54.6 và độ dốc tiếp tuyến (màu đỏ) cũng là 54.6. 
Tại x = 5, giá trị y = 148.4, đó cũng là giá trị độ dốc tiếp tuyến (màu xanh). 

1. Một số công thức khác của đạo hàm hàm mũ 

Nếu ứ là một hàm theo z, ta có thể tính đạo hàm dưới dạng e”: 


d(e*) „ du 
—=C”— 
dx dx 


Nêu ta có hàm mũ theo cơ sô b nào đó, ta có công thức đạo hàm sau: 


d(b*) 
b4 


du 
=b”] _ 
n() - 
Ví dụ 9: Tính đạo hàm của: 
1ñ" 


Trả lời ví dụ 9 


œ= 1Ú" 
Vì vậy: 
d d(3x 
= =1”: h[0)- ... = 3In(10)10" 
Ví dụ 10: Tính đạo hàm của: 
1= eSinŒ) 


Trả lời ví dụ 10 
sin(z+) 


j7. 


TY? = 6*, với  = sin(*), 
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dy _ dydu 
dx  dudx 
* d(sin(z)) 
=e”— 
dx 


=£°m) cos(x) 
Ví dụ 11: Hãy cho thấy: 


y=£"“sinx) 


thỏa phương trình: 
dy _ dy 
— 0-2 y<= 
xZ k dx là dài 
Trả lời ví dụ 11 
Je=£""sin(x) 
Vì vậy: 
d 
SP” e~* cos(z) + sin(x) (—e~*) 
dx 
= e *(cos(x) — sin(z)) 
Và: 
„ | - 
TP e~*(— sin(z) — cos(z)) + (cos(z) — sin(x))(—e~*) 
=e *(—2cos(*#)) 
Vì vậy: 
: d?y _ủy 
Vệ trải =—>+2——+2 
ê trải RE + KP + 4y 


= e*(—2 cos(z)) + 2(e~*(cos(x) — sin(z))) 
+ 2(e~*sin(z)) 


= e *(—2 cos(z) + 2 cos(x) — 2sin(z) + 2sin(z)) 
=0 
= Về phải 

IV. ỨNG DỤNG CỦA HÀM SỐ MŨ 


Ví dụ 12: Một máy tính được lập trình để vẽ một chuỗi các hình chữ nhật ở góc phần tư thứ 
nhât của trục tọa độ 2 chiêu, nội tiêp dưới đường cong. 
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kề, 


Hỏi diện tích lớn nhất của hình chữ nhật lớn nhất có thể nội tiếp được? 


Trả lời ví dụ 12 


Bây giờ: 
ï“...nn 
P @ 
=e *(1— x) 


Biểu thức này bằng 0 khi x = 1, và dương khi x < 1, âm khi x > 1, vì vậy ta có giá trị lớn 
nhât. 


Vậy diện tích lớn nhất là (1)(e~1) = 0.3679 đơn vị”. 
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CHƯƠNG 3: TÍCH PHẦN 
PHẢN 3.1: TÍCH PHÂN 
BÀI 3.1.1: MỞ ĐẦU 


Tại sao ta phải cần nghiên cứu tích phân? 


Ta đã biết sự tương quan gồm cả tốc độ thay đôi giữa 2 biến, nhưng ta cũng cần biết mối quan 
hệ trực tiêp giữa 2 biên. 


Ví dụ: Ta biết vận tốc chuyển động của một vật thê trong thời khắc nào đó, nhưng đồng thời ta 
cũng muôn biết trong thời khắc đó, vật thê ây đang ở chỗ nào? 


Đề tìm mối quan hệ trực tiếp này, ta cần có một phép thực hiện ngược lại phép vi phân. Phép 
này gọi là phép tính tích phân. 


Phép tính tích phân được ứng dụng rất nhiều. 


Tháp đôi Petronas ở Kuala Lumpur chịu sự tác động rất lớn của gió cao. Tích phân được sử 
dụng đê tính toán sức chịu đựng của tháp. 


Tháp đôi Petronas. 
ở Kuala Lumpur 


Nhà hát Opera Sydney được thiết kế độc đáo theo mặt cắt của quả bóng. Để thiết kế, người ta 
phải sử dụng nhiêu phương trình vi phân (một dạng của phép tích phân). 
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Nhà hát Opera Sydney 


Về phương diện lịch sử, một trong những ứng dụng của tích phân đó là tính thể tích thùng rượu 
(có bê mặt cong). Ta sẽ nghiên cứu cách tìm thê tích ở những phân sau. 


Có thể kế đến một số ứng dụng khác của tích phân như tìm diện tích dưới bề mặt cong, trọng 
tâm, quãng đường và vận tôc, dòng chảy chât lỏng, mô hình hóa trạng thái vật thê, .... 
Trong phần 2.1 này: 

+ Bài 3.1.1 Mở đầu. 

+ Bài 3.1.2 Vi phân. 

+ Bài 3.1.3 Tích phân bất định: Hướng dẫn cách tìm tích phân đơn giản. 


+ Bài 3.1.4 Diện tích dưới đường cong: Cách dùng tích phân để tính diện tích dưới đường 
COng. 


+ Bài 3.1.5 Tích phân xác định: Công thức thay thế và cách sử dụng. 
+ Bài 3.1.6 Quy tắc hình thang: Tính toán giá trị tích phân khi ta không thể tìm ra biểu thức. 
+ Bài 3.1.7 Quy tắc Simpson: Công thức tốt hơn để tính toán giá trị tích phân. 


Ta bắt đầu nghiên cứu về vi phân vì nó bao hàm một sô khái niệm và ký hiệu mà ta sẽ gặp trong 
khi nghiên cứu tích phân. 
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BÀI 3.1.2 VỊ PHÂN 


: À..ă. .¿. Vy „ ` A+ ý = ` `... ` 
Trong chương “V¡ phân”, ta việt se và ƒ“(x) đêu cùng một ý nghĩa. Ta dùng ký hiệu a„ như là 
toán tử. 


Bây giờ ta sẽ thấy có nhiều cách khác nhau để viết cũng như nghĩ về vi phân. 
Ta dùng ký hiệu đạo hàm mới này trong suốt chương tích phân. 
I. ĐỊNH NGHĨA 


Vi phân là một giá trị nhỏ, nhỏ rất nhiều, vô cùng nhỏ. Ta thường viết vi phân bằng các ký hiệu 
như đx; dy; dt; ... với: 


+ dx là sự thay đôi giá trị rất ít của biến z. 
+ dy là sự thay đổi giá trị rất ít của biến 3. 
+ đt là sự thay đôi giá trị rất ít của biến £. 


+ Khi so sánh 2 đại lượng có giá trị vô cùng nhỏ có mối quan hệ với nhau, như y là một hàm ƒ 
nào đó của biên z, ta nói vi phân đy, với y = ƒ(z) được việt là: 


dy = ƒ'(x)dx 


¿ d =- Đo LIÊN ducy ề ^\.„. : Si g2 # n7 SY... HA 
Lưu ý: Ta xem = như là một phân sô (tức ta có quyên tác động vào tử, mâu một cách độc lập) 
hơn là một toán tử. 


Ví dụ 1: Tính vi phân đy của hàm số: 

y=3x7—x 

Trả lời ví dụ 1 
Ta có y = 3xŠ — x nên ƒ'(x) = 15x — 1. 
Vậy ta có kết quả vi phân: 

dy = ƒ'(W) dv 

= 15x" =1dx 

Đê tìm vi phân dy, ta chỉ việc tìm đạo hàm và gắn thêm đuôi đx vào. 
Ví dụ 2: Tìm vi phân đy của hàm số y = 5x2 — 4x + 2. 

Trả lời ví dụ 2 
Vì y = 5x? — 4x + 2 nên ƒ“(x) = 10x — 4. 
Vậy kết quả vi phân là: 

dy = 10x — 4dx 
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Lưu ý: Rất nhiều sách đã đề cập đến việc ta có thể sử dụng vi phân để ước lượng giá trị thực 
của hàm số (Ax) thay đổi dựa trên sự thay đổi nhỏ của (viết là Ax). Điều này hơi ngớ ngắn vì 
ta dễ dàng tìm được sự thay đôi chính xác, không cần phải tính ước lượng. 


Ở đây ta giới thiệu vi phân cũng như giới thiệu ký hiệu sẽ sử dụng trong tích phân. 
IH. GIỮA dy; dx; Ay; Ax CÓ MÓI QUAN HỆ NHƯ THẺ NÀO? 


Ay có nghĩa là sự thay đôi của biến y, Ax có nghĩa là sự thay đổi của biến x. 


ự 
ĐC” 


. XS _A ..‹^ x.. -Ä ca 
Khi Ax ngày càng nhỏ, tỉ sô = ngày gân với tỉ sô “tức thời” = Điều đó có nghĩa: 


Ay _ dy 
im 
Ax20Ax_ dx 
Nếu bạn đọc chưa hiểu, có thê xem lại bài “Đồ dốc của tiếp tuyến với đường cong (tính toán giá 
trị)”. 


Bây giờ ta sẽ xem cách thức vi phân được dùng để biểu diễn quy trình ngược lại của phép lấy 
đạo hàm, quy trình này còn gọi là phép lây tích phân. 
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BÀI 3.1.3 NGUYÊN HÀM VÀ TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 


Ta muốn biểu diễn quy trình ngược lại của phép lấy đạo hàm, ta gọi quy trình đó là phép lấy 
tích phân. Trong bài này, ta sẽ gọi quy trình đó với tên gọi là nguyên hàm (cũng là l dạng của 
tích phân, là tích phân bât định). 


Ví dụ 1: Nếu ta biết rằng: 


dy _ 


= 3x7 
dx W 


và ta muôn biêt hàm sô nào đã đạo hàm ra được hàm sô này, ta sẽ “hoàn tác” quy trình lầy đạo 
hàm (có thê nghĩ: “Đê muôn có kêt quả này, ta cân đạo hàm hàm sô nào?”). 


¬ An t „_ _ x - — ) 3 
y = #Ÿ là một nguyên hàm của ". 3x“. Ngoài ra ta còn vô sô nguyên hàm khác, chăng hạn 


như: 
y=x3”+4 
y=x”+7m 
y=x3+272 


Tổng quát, ta nói y = xỶ + K là tích phân bất định (hay nguyên hàm) của 3x?. Con số K được 
gọi là hăng sô tích phân. 


Lưu ý: Nhiều sách toán dùng ký hiệu hằng số tích phân là Œ, nhưng với những câu hỏi bao hàm 
về kỹ thuật điện, ta thường dùng “+K”, vì Œ trùng với ký hiệu của điện dung. 


I. KÝ HIỆU CỦA TÍCH PHÂẦN BÁT ĐỊNH 
Ta viết: ƒ 3x? dx = xŸ + K và nói thành lời: “Tích phân của 3x? theo biến x bằng x + K”. 
1) Dấu tích phân 


Ký hiệu ƒ_ hình thành bởi sự kéo dài ký tự “Š” viết tắt của chữ “sum” (tổng) (Người Đức, Anh 
thời xưa việt chữ “S” giông với ký hiệu tích phân bây giò). Những bài sau ta sẽ thây tích phân 
thực ra là tông của nhiêu hình vuông có diện tích vô cùng nhỏ. 


3, là ký hiệu của “tổng”. Nó được dùng cho tổng hữu hạn hay vô hạn. 
ƒ là ký hiệu của tổng hữu hạn các diện tích vô cùng nhỏ (hoặc các biến vô cùng nhỏ khác). 


Ký hiệu chữ “S$” dài này được Lebniz giới thiệu khi ông phát triển một số khái niệm của tích 
phân. 


2) Một số ký hiệu khác của tích phân 
Lưu ý: Đôi khi ta viết chữ ¡in để biểu thị tích phân. 


Ví dụ: ta viết F(x) ý nghĩa là tích phân của ƒ(%). Vì vậy ta có: 


Fx)= |rœ dx 
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In. 


Trả lời ví dụ 2 


Ví dụ 2: Tìm: 


K) 
^ & 3 4# ` ^ ` 3 ` ^ z Ä  :Ã 
Nguyên hàm của zŸ là ¬ và nguyên hàm của 5 là 5z, vậy ta có thê việt: 


„ỗ 
|>?~54x=Š—5z+K 
Bây giờ ta sẽ học một số công thức tổng quát cho tích phân: 
3) Tích phân hằng số 
| kdx = kx+K 


(k và K là các hằng số). 


Ví dụ 3: Tìm: 


|te 


Trả lời ví dụ 3 


Sử dụng công thức trên, ta có thể viết đơn giản: 
ị 4+dx = 34x + K 


Luôn luôn kiểm tra kết quả bằng cách lấy đạo hàm câu trả lời và đối chiếu xem có khớp với 
hàm sô được lây tích phân hay không. 


4) Tích phân lũy thừa của + 


Công thức này đúng khi „ # —1. 


Khi tích phân lũy thừa của z, ta thêm 1 vào lũy thừa và chia biến lũy thừa mới cho giá trị lũy 
thừa mới. 


Ví dụ 4: Tính tích phân: 


J>z+ 


Trả lời ví dụ 4 
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Sử dụng công thức trên, ta được: 


II HÀNG SÓ TÍCH PHÂN 


Đừng quên “+K” thay ”+C”]). Hằng số tích phân này rất quan trọng trong một số ứng dụng của 
tích phân bât định. 


Ví dụ 5: Tính tích phân: 


| 8x56 dx 


Trả lời ví dụ 5 


| 8x6 dx 


8 là hằng số nên ta có thê lây nó ra ngoài dấu tích phân: 


8 x°dx 


Tiếp theo, ta tính tích phân bằng công thức trình bày ở mục B, ta được kết quả: 


à 8x7 
8|x dx= + 


Ví dụ 6: Tính tích phân: 
dy = 5x? — 4x + 3dx 
Trả lời ví dụ 6 
dy = 5x? — 4x + 3dx 


Đây là dạng vi phân nên ta chỉ việc thêm dấu tích phân vào phía trước: 


|sv=|52~4x+3z 


|#»=[1d»=z 


Ở về phải, ta tích phân từng phần tử: 


ỞƠ về trái, ta được: 


(ta tích phân hằng số 1 theo y). 


|Z2~x~+3& 
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“.....s‹ 
3 2 ˆ 
5x3 

==——2x”+3x+K 


Ghép 2 về lại, ta có kết quả: 


Sà : 
v= 3 =1" 1. :r1Ê 

Ví dụ 7: 

5 

| 3x2? +Vx— = Di 
x 
Trả lời ví dụ 7 

Đề giải phương trình này, đầu tiên ta cần viết lại lũy thừa các biến: 


5 
|32+vx~ ae 
* 


= | 3x2 + x1⁄2 — 5x3dx 


3/2 =, 


5 —+K 
2 


3 
2 
P¿ 5 
= vu 5/2sE: v22 ‹ l 
È Oïi 3 NnnY 2* + 
Ví dụ 8: Một đường cong khi đạo hàm chính nó, ta được kết quả — = 3x? — 2x. Biết rằng 
đường cong đi qua điểm (2; 5). Tìm phương trình đường cong ấy. 
Trả lời ví dụ 8 

Đề tìm phương trình, đầu tiên ta cần tính tích phân kết quả đạo hàm, khi đó ta sẽ được biểu thức 
theo y: 


|32~2x4x=x?—x?+K 


Vậy ta được y = x — x2 + K. 
Biểu thức này đại diện một họ các đường cong, phụ thuộc vào hằng số K ứng với trục 0y. 


Ta sẽ tìm giá trị K từ đữ kiện đề bài đã cho. Vì đường cong đi qua điểm (2; 5), ta thay vào 
phương trình: 


y=x”-xz?+K 
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Ta được kết quả: 


s=()'-()+K 
©5=8-4+K 


Vậy K = 1. 
Vậy phương trình đường cong cần tìm là: 
y=xz”—x”+1 


Đây là đồ thị đường cong: 


Hãy nhớ là đồ thị đi qua điểm (2; 5). 
Ví dụ §: Tính tích phân sau: 


Jeœ — 5)5xŠ dx 


Tích phân này hoàn toàn khác so với những tích phân trước đó. 


Biểu thức ta cần tính tích phân bao hàm (2x — 5)Š, là một hàm số trong hàm só, và ta có thêm 
x3 ở khúc cuỗi. Ta không thê tính tích phân băng những cách thức mà nãy giờ ta làm. 


Trong trường hợp này, ta sẽ làm quy trình ngược lại của “Quy tắc xích” mà ta đã gặp trong 
chương “¡ phân (từn đạo hàm)”. Ta sẽ gặp gỡ công thức mới đê tính tích phân trong những 
trường hợp như trên. 


Công thức lũy thừa cho tích phân: 


(công thức này đúng khi  # 1). 
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Điều này đòi hỏi bước đặt ấn phụ, khi (+) là hàm số nào đó theo z. 
Bây giờ, ta quay lại bài toán để xem ta áp dụng công thức này như thế nào. 


Tính tích phân: 
In —5)® x3 dx 


Trả lời ví dụ 8 
Ta đặt ân phụ: 

1Uu=2x?=5 
Vì sao ta đặt vậy? Vì 2x — 5 là biểu thức trong ngoặc ở đề bài. 
Bây giờ ta vi phân +, được: 

dụ = 8xŸ dx 


Ở đề bài ta có 1x3 dx nên ta biến đổi phương trình trên bằng cách chia hai về cho 8. 
: d X\. 
-du = xÄ8x 
8 


Bây giờ về phài giống như một phần trong đề bài, đó là x3 đx. 


Ta viết lại phương trình đề bài: 
1 
Jeœ' — 5)5xỶ dx = sJ uŠ du 


Ta tính tích phân theo biến 1: 
1 - tu 
=. 56 
Cuối cùng, ta trả lại biến x vì đó là biến mà ta bắt đầu: 


2x†1—5)/ 
“.Ổ UU dị 


K 
56 


Thêm ví dụ về đặt ân phụ: 


Ví dụ 9: 
Jœ' — 2)°(3x?) dx. 


Trả lời ví dụ 9 


Đặt u = xỶ — 2. 
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Khi đó du = 3x7? dx. 


Lúc này, ta có thê việt: 


| (x3 — 2)5(3x?) dx 


=J 4u 


Ví dụ 10: Sử dụng phương pháp đặt ấn phụ, tính: 


nụ 
| Bi dx 
Trả lời ví dụ 10 
Đặt u = x7 — 9. 
Khi đó du = 2x đx. 
Đề bài chỉ có x dx nên ta chia hai về của phương trình trên cho 2, ta được: 


du - ñ 
>>. * x 


Bây giờ: 


=vxz?—-9+K 


Ví dụ 11: Biết rằng y' = 2z + 1, tìm hàm số y = ƒ(+) đi qua điểm (0; 2). 
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Trả lời ví dụ 11 
Lưu ý: y“ có nghĩa là đạo hàm của y, tức = 


y'=V2x+1 
Vậy, 


y= | z+T& 


Phương trình này đòi hỏi ta cần tính tích phân, sau đó tìm hằng số tích phân. 
Đặt u = 2x + 1, ta được du = 2 dx. 


Vậy: 


ð =d 
Puu mg x 


y= | Ý2x+1äx 
1 
-Ê_ 1/2q 
t [nhau 
2 
s= 3/2 +K 
3 u 


-(2x+1)32+K 


Với x = 0 thì y = 2 (giả thiết). 


_ L2 3 1)32 5 


) E) 


là phương trình cần tìm. 
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BÀI 3.1.4 DIỆN TÍCH DƯỚI ĐƯỜNG CONG 


Một tòa nhà có cổng vòm hình parabola và ta cần lắp gương đề đóng công. Hỏi ta phải cần bao 
nhiêu gương là đủ? 


Ta cần biết đến diện tích đưới đường cong. 

Ta sẽ tính diện tích bằng 2 cách sau: 
+ Sử dụng giá trị xấp xỉ (tìm diện tích những hình chữ nhật). 
+ Sử dụng tích phân. 


Trước khi phép tích phân được phát triển, để tính diện tích, người ta phải dùng phép xấp xỉ để 
đưa ra giá trị diện tích tương đôi băng cách chia hình ban đâu thành nhiêu hình chữ nhật nhỏ, 
sau đó cộng hệt diện tích hình chữ nhật nhỏ này lại, ta sẽ được giá trị tương đôi diện tích hình 
ban đầu. 


[À 


Độ cao của mỗi hình chữ nhật được xác định bằng một giá trị hàm số, ví dụ như hình trên, với 
vị trí x = c, ta được độ cao hình chữ nhật tương ứng là ƒ(c). Càng có nhiêu hình chữ nhật, giá 
trị diện tích hình ban đâu càng chính xác. 


Ở hình trên, ta xấp xỉ hình parabola bằng những hình chữ nhật trong (mỗi hình chữ nhật nằm 
bên trong hình parabola). Ta cũng có thê sử dụng hình chữ nhật ngoài đê tính diện tích của hình. 
Cách làm này đã xuât hiện từ thời Hy Lạp cô đại. 


Ví dụ 1: Sử dụng những hình chữ nhật để tính xấp xi. 


Tìm diện tích dưới đường cong y = 1 — x” giữa x = 0.5 và x = 1, với  = 5, sử dụng công 
thức tông các diện tích hình chữ nhật. 
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Trả lời ví dụ 1 


Diện tích ta cần tìm được tô màu hồng đậm trong hình dưới đây: 


Vì r„ = 5, chiêu rộng của môi hình chữ nhật là: 


JEm...JE lạm... vn 
11M 5 s— 


h=Ax= ÔM. 


Ta sẽ tính tông diện tích của 5 hình chữ nhật sau: 


Chiều cao của mỗi hình chữ nhật xác định bằng giá trị hàm số ứng với giá trị x tương ứng. 
Ví dụ, vì y = ƒ(x) = 1— x?, chiều cao hình chữ nhật đầu tiên là: 

ƒ(0.5) = 1-— (0.5)? = 0.75 
Từ đó ta được: 

Diện tích, = 0.75 - 0.1 = 0.075 

Chiều cao hình chữ nhật thứ hai: 

ƒ(0.6) = 1-— (0.6)? = 0.64 
Chiều cao hình chữ nhật thứ năm: 


ƒ(0.9) = 1- (0.9)2 = 0.19 
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Cộng lại diện tích cả 5 hình chữ nhật, ta được (ta sử dụng ký hiệu “tổng”, ý nghĩa là tổng 5 hình 
chữ nhật. Đông thời, ta cộng hêt chiêu cao các hình chữ nhật, sau đó nhân cho chiêu rộng vì 
chiêu rộng môi hình chữ nhật đêu băng nhau): 
5 
A= 3 Diện tích, = (0.75 + 0.64 + 0.51 + 0.36 + 0.19) x (0.1) 
i=1 
= 2.45x0.1 
= 0.245 


Ở cách làm trên, ta đã tìm diện tích bằng cách sử dụng hình chữ nhật “ngoài”. Đề tìm giá trị xấp 
xỉ tôt hơn, ta có thê tính diện tích của hình chữ nhật “trong”, sau đó tính trung bình 2 kêt quả. 
Đô thị tính diện tích hình chữ nhật “trong” như sau: 


05.0709 


Và đây là tổng diện tích các hình chữ nhật trong (hình chữ nhật thứ 5 có độ cao bằng 0 nên có 
diện tích băng 0): 


5 
A= hà Diện tích, = (0.64 + 0.51 + 0.36 + 0.19 + 0) x (0.1) 
=i 


à1.7 x0.1 
=ũ.17 
Giá trị trung bình của 2 kết quả là: 


0.245 + 0.17 


= 0.2075 
2 0.20 


Cách thứ 3 để tìm diện tích đó là xác định điểm giữa mỗi cạnh hình chữ nhật. Đồ thị của cách 
này là: 
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054.07 .0/9 


Lúc này diện tích ta thu được là: 

(0.6975 + 0.5575 + 0.4375 + 0.2275 + 0.0975)⁄0.1 0.20875 
(Giá trị đầu tiên đến từ ƒ(0.55) = 1 — (0.55)2 = 0.6975). 
Đáp án này lớn hơn một tí so với đáp án trung bình, và kém chính xác hơn! 


Tính diện tích theo hình ở câu a), nhưng lần này mø = 10, sử dụng cách thức tổng các hình chữ 
nhật. 


Trả lời 
Vì  = 10, 


`...“ 
—WB_..1o 


= 0.05 


Ta sử dụng hình chữ nhật ngoài (10 hình) để tìm diện tích như sau: 


10 
A= », Diện tích, 
i=1 


= (0.6975 + 0.64 + 0.19 + ---+ 0.9755 + 0) x (0.05) 
= 3.7875x 0.05 
= 0.189375 


Đề hiểu rõ thêm về cách thức tính tổng diện tích hình chữ nhật (hay còn được gọi với tên “tổng 
Riemann”), bạn có thê truy cập vào trang: íp:www.intnath.corm/Integralion/riemann- 
#wzns.phjp đề thực hiện nhiêu phép chia nhỏ ứng với giá trỊ ?r tùy ý. 

I. TÍNH DIỆN TÍCH BẢNG TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 


Phải có một cách nào đó tính diện tích chính xác hơn cách dùng các hình chữ nhật! Tích phân 
được phát triên bởi Newton và LeIbn1z dựa trên ý tưởng “cộng diện tích các hình chữ nhật” này. 


Tổng quái: 
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ỷ / 358 


Lưu ý: Đường cong hoàn toàn nằm trên trục z. 
Theo quy trình A, ta có thể chứng minh được tổng quát, diện tích chính xác dưới đường cong 
y = ƒ(z) từ x = a đên x = b xác định bởi tích phân xác định: 


b 
Diện tích = ị TW) đx 
a 


Làm thế nào để ta tính toán được biểu thức này? 


Nếu F(+) là một nguyên hàm của ƒ(%), thì: 


b 
[ 7@04x = F@)l‡ = FŒ)= F(a) 
a 
Điều đó có nghĩa là: 
Để tính tích phân xác định, ta làm các bước sau: 
+ Nguyên hàm hàm số đã cho (không kèm theo hằng số K). 
+ Thay cận trên b vào nguyên hàm, ta được giá trị 1. 
+ Thay cận dưới ø vào nguyên hàm, ta được giá trị 2. 
+ Lẫy giá trị 1 trừ giá trị 2. 
Câu trả lời sẽ là một con số. 
Đây là một phần của “Những định lý cơ bản của vi tích phân ”. 


Ví dụ 2: Tính tích phân xác định: 
10 
| " jẻ 
1 


Trả lời ví dụ 2 
10 


10 xế 
| 36" ly = 4a EII (Tính nguyên hàm) 
1 


1 


=z?? 


= 10 — 1 (Thay cận trên và cận dưới vào tích phân và trừ nhau) 


Khoa: TOZÁN HỌC" 142 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 
=1000— 1 
= 999 
Ví dụ 3: Bài toán công vòm. 


Quay lại bài toán công vòm mà ta đã đê cập ở đâu bài: 


| 


2m 


Nếu công vòm rộng 2m ở đáy và cao 3m. 
Tìm phương trình parabola. 
Tìm diện tích dưới vòm bằng tích phân. 
Trả lời ví dụ 2 


Ta đặt parabola sao cho đỉnh bên trái trùng với tâm tọa độ Ø0(0; 0), khi đó đỉnh bên phải sẽ đi 
qua điềm (2; 0) do độ rộng của cung vòm là 2?n. Đỉnh cao nhât của cung vòm là điêm (1; 3). 


Công thức tổng quát của parabola: y = ax2 + bx + c. 

Với x = 0 thì y = 0, thay vào công thức trên, ta được 0 = 0 + 0 +c, vậy c = 0. 
Với x = 1 thì y = 3, thay vào công thức trên, ta được 3 = a + b. 

Với x = 2 thì y = 0, thay vào công thức trên, ta được 0 = 4a + 2b. 


Vậy ta được hệ phương trình: 


Vậy phương trình parabola cần tìm là: 
y=-3xˆ+6x 


(với x tính theo metre). 
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: y=-3x2+6x 
25 

2 
15 

1 
85 

Ũ 02 04 06 08 I1 12 l4 l6 lã 2 


Quy trình tìm phương trình parabola còn được gọi là mô hình hóa. Đây là kỹ năng rất quan 
trọng trong khoa học kỹ thuật. 


Bây giờ ta tính diện tích: 
š 
| (—3x? + 6x) dx 
0 


= —x” +3x”|§ 
(=G)? +30 Xe+ 0) 
= (—-8 +12) 


=4m? 
Ví dụ 4: Tính chính xác diện tích dưới đường cong y = xZ + 1, giữa x = 0 và x = 4 và trục z. 
Trả lời ví dụ 4 


Đây là diện tích mà ta cần tìm: 


Tính diện tích: 


4 
Ỉ thể Hạc 
0 
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Tu _ 
= ơn VỊ 


~ 25.3 đơn vi 
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BÀI 3.1.5 TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 


Ở bài trước, ta đã sử dụng công thức: 


b 
| Ƒ@&)¿„= r@öll = r0) =£@) 


để tính diện tích dưới đường cong. 

F(z) là nguyên hàm của ƒ(2). 

F() là giá trị nguyên hàm ứng với cận trên x = Ù. 
F(a) là giá trị nguyên hàm ứng với cận dưới x = a. 
Biểu thức này gọi là tích phân xác định. 


Lưu ý: biểu thức không kèm theo hằng số tích phân và sau khi tích toán biểu thức, ta được một 
giá trị xác định. 


Ta sẽ sử dụng tích phân xác định để giải quyết nhiều vẫn đề thiết thực. Đầu tiên, ta sẽ tính toán 
một vài bài tích phân xác định. 


Ví dụ 1: Tính: 
5 
| 3x? + 4x + 1dx 
1 


Trả lời ví dụ 1 
Để trả lời, ta làm các bước sau: 
Tìm nguyên hàm, sau đó viết cận trên, cận đưới như sau: 

(x3+ 2x? +xz)lš 
Ta viết cận trên và đưới như vậy để nhớ rằng ta sẽ thay chúng vào tích phân. 
Tiếp theo, thay 5 (cận trên) vào tích phân: 
(Œ)‡¿+ 2Œ)? +5 = 180 
Sau đó thay 1 vào tích phân: 
(1)?+2()?+1=4 

Lấy kết quả trên trừ cho kết quả dưới, ta được câu trả lời: 

180 —4= 176 


Thông thường, ta sẽ trình bày cách tính như sau: 
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5 
| 3x2 + 4x + 1dx 
1 


= (x3+2xˆ+xz)lš 

= (6) + 2(5)? +5) —- ((1)Ÿ +2(1)2 +1) 
= 180 — 4 

=i176 


Lưu ý rằng đáp án cuối cùng là một con số và không tính thêm hằng số tích phân “+K” vì đây 
là tích phân xác định. 


Ví dụ 2: Tính: 
9 
| 2x + 3Vxdx 
4 


Trả lời ví dụ 2 
Các bước thực hiện: 
+ Tìm nguyên hàm. 
+ Thay 9 vào nguyên hàm. 
+ Thay 4 vào nguyên hàm. 


+ Lấy kết quả trên trừ cho kết quả dưới. 
9 
| 2x +3vxdx 
4 


=(x?+ 2 HN 
= ((9)2 + 2(9)3/2) — (4)? + 2()3⁄2) 
= 135 — 32 
= 103 
I. ĐẶT ÂN PHỤ TRONG TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 


Nhắc lại công thức lũy thừa của tích phân: 


tu 
| +hau= 
mn + 1 


Ti++1 


+K, (với # 1) 


Khi ta dùng ân phụ, tức ta đã thay đổi biến nên ta không thể dùng cận trên và cận dưới của biến 
đó. Ta có thể: 
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Giải quyết bài toán theo cách của tích phân bất định, sau đó dùng cận trên và cận dưới. 
Giải bài toán theo biến mới và cận trên, cận dưới mới. 
Biểu diễn biến cũng như giá trị hai cận ban đầu trong toàn bộ quá trình đặt ấn phụ. 
Ta sẽ sử dụng phương pháp thứ 3. 
Ví dụ 3: Sử dụng phương pháp đặt ấn phụ, tính: 
0 
Jxzq — 2x)Š dx 
-1 
Trả lời ví dụ 3 

Đặt u = 1— 2x. 
Khi đó du = —8x dx. 


Đê bài chứa xŠ dx nên ta viết. 


Nên ta có: 


=—-=:(1-2z1°¡ 


Nị 
=az'(— 0= (1— 2) 
=0 


Sử dụng cách tiếp cận thứ hai, ở cách này, ta sẽ thực hiện phép đổi cận khi đổi biến đặt ân phụ: 
u=1— 2x! 
Với x = —1 — 0 (điều này có nghĩa khi x đi từ 1 đến 0), thì „ = —1 — 1. 


Nên bài toán trở thành: 
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0 
Jzq — 2x)3 dx 


c1 


1 
= —— 3d 
si] tt 
Tụ 
Má 
= = —=- 13 = =1? 
sa (1# ~(~1)9 
=0 


Kết quả này giống như kết quả ban đầu. Cách tiếp cận thứ 2 này phổ biến hơn, ít phức tạp hơn 
cách ban đâu. 


H. ỨNG DỤNG: CÔNG 


Trong vật lý, công được hình thành khi một lực tác động vào một vật và gây ra sự dịch chuyên, 
ví dụ như lái xe đạp. 


Nếu có một lực biến thiên, thay đổi, ta dùng tích phân đề tính công sinh ra bởi lực này. 


Ta dùng: 


với F(z) là lực. 


Ví dụ 4: Tính công sinh ra khi một lực F(x) = V2x — 1, tác độc vào một vật thê làm vật này di 
chuyên từ x = 1 đền x = 5. 


Trả lời ví dụ 4 


Đê giải quyêt vân đê này, ta cân tính: 
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5 
| vz=1a 
1 
Đặt u = 2x — 1, ta được du = 2 dx. 
Vậy: 
ác = dx 
Bà 
Nên ta được: 
5 
| vz=1a 
Ì 


x=1 
_1,2zŸ 
2 3 x=1 
= s2 - 3⁄2 
26 
^3 


Vậy công sinh ra là 8.67 đơn vỊ. 


Nếu bạn muốn biết bản chất vì sao công lại có thể tính được bằng tích phân, bạn có thể xem 
chương “Ứng dụng của tích phân” đề tìm hiệu. 


II. ỨNG DỤNG: GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 


Giá trị trung bình của hàm ƒ(+) trong miền x = ø đến x = b được xác định bởi: 


b 
J, ƒŒœ) dx 
T bình = ————— 
rung bìn Em 
Ví dụ 5: Tính giá trị trung bình của: 
x(3x7 — 1) 


khi x đi từ 0 đến 1. 


Đây là đồ thị biểu diễn: 
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Mu =x@x2 - 1? 


Trả lời ví dụ 5 
Trong trường hợp này, b — a = 1, vậy đề tính giá trị trung bình, ta chỉ cần tính tích phân: 
1 


|xœ* — 1)” dx 


0 


Dựa vào đồ thị, ta thấy rằng khi x đi từ 0 đến 1 thì ƒ(x) đa phần gần với giá trị 0. Vì vậy ta có 
thê dự đoán giá trị trung bình khoảng y = 0.5. 


1 
J|xœ* — 1)” dx 
0 


Đặt u = 3x2 — 1, khi đó du = 6x dx. 


Vậy, 


=3 lộ 
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Vậy giá trị trung bình cần tìm là 0.625 đơn vị, gần giống với dự đoán của chúng ta. 
IV. ỨNG DỤNG: QUÃNG ĐƯỜNG 


Nếu ta biết biểu thức vận tốc ø theo thời gian £, ta có thể biết quãng đường s của một vật thể 
khi đi từ thời gian £ = a đên £ = b băng tích phân như sau: 


b 


s= | vát 


a 


Ví dụ 6: Tìm quãng đường của một vật thể đi từ lúc t = 2 đến t = 3, nếu vận tốc của vật thể tại 
thời gian £ là: 


t?+1 
U———m 
ẤP TẾ Dê)” 
Trả lời ví dụ 6 
Đề tìm quãng đường, ta cần tính tích phân: 
£?+1 


(t3 +3£)2 é 
2 


Đặt u = tŸ + 3t, ta được dụ = 3t? + 3 dt = 3(tˆ + 1) dt. 
Vậy: 

du 

rà. (t2 + 1) dt 


Vậy ta được: 


— 1+3 
=0.01455 


2 
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Vậy quãng đường vật đi từ lúc £ = 2 đến £ = 3 là 0.015 đơn vị. 


Nếu bạn muốn biết bản chất vì sao quãng đường lại có thê tính được bằng tích phân vận tốc, 


A0 


bạn có thể xem chương “Ứng dụng của tích phân” đê tìm hiểu. 


Chú ý 1: Bạn có thê thấy từ những ứng dụng của tích phân trong công, tính giá trị trung bình, 
tính quãng đường, tích phân xác định không chỉ đơn thuân dùng đê tích diện tích dưới đường 
COng. 


Chú Ÿ 3; Tích phân xác định cho ta diện tích khi toàn bộ đường cong phải nằm trên trục x trên 
miền từ x = a đến = b. Nếu không, ta phải chia nhỏ ra từng trường hợp để giải quyết. Tôi sẽ 
trình bày kỹ hơn về điều này trong mục “Tích phân diện tích dưới đường cong” trong chương 
“Ứng dụng của tích phân”. 


Bây giờ ta sẽ kiểm tra những tích phân không thẻ giải bằng cách đặt ấn phụ. 

V. KHÔNG PHẢÁI MỌI TÍCH PHÂN ĐÈU GIẢI ĐƯỢC BẢNG CÁCH ĐẶT ÁN PHỤ 
Hãy xem câu hỏi sau: 

Tính: 


1 


| x?z+ 1dx 


0 
Đặt  = x? + 1, sau đó ta tính vi phân, được du = 2x đx. 


Nhưng đề bài lại không có 2x dx (chỉ có đx) nên ta không thể thay thế được điều gì theo đu. 
Điều này có nghĩa ta không thê giải tích phân trên bằng những cách thức mà ta đã biết đến giờ. 
Thực ra, ta hoàn toàn có thể đặt ấn phụ băng hàm lượng giác nhưng do tôi chưa đề cập đến hàm 
này nên ta tạm bỏ qua. Bạn đọc nếu muốn xem có thể sang chương “Các công thức tính tích 


^ 13 


phân” đê theo dõi. 
Giải thích: Nếu như câu hỏi của bài là tính tích phân: 
1 


l x?z+1dx 
0 


Lúc này, đề bài có 2x dx nên ta có thê đặt: 
u=x?+1 
Khi đó ta có thể vi phân: 
tủ =S 3Ÿ đX 


Khi đó ta có thể áp dụng quy trình mà ta đã biết ở những bài trên bằng cách thay 2x dx thành 
du và căn thức thành vu. 


Tuy nhiên, tích phân : Vx2 + 1 dx không có 2x ngoài căn nên tôi không thể dùng ân phụ ú. 
y P 0 ẽ E 
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Vì vậy, đê giải bài trên, ta cân đên hướng tiêp cận tính toán sô đê xâp xỉ giá trị tích phân: 


1 
Jwz +1dx 
0 


(Lưu ý: Trong lịch sử, trước khi Newton, Leibniz phát triển cách tính tích phân như chúng ta đã 
thây, mọi tích phân xác định đêu được tính toán sô đê xâp xỉ giá trị tích phân). 


Ta có thê dùng 2 cách tính toán số đề xấp xỉ giá trị tích phân: 
+ Quy tắc hình thang. 


+ Quy tắc SIimpson. 
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BÀI 3.1.6 QUY TÁC HÌNH THANG 


I. ĐẶT VẤN ĐÈ 
Tìm: 


1 
|“ +1dx 
0 


Ta đặt u = x” + 1, khi đó du = 2x dx. 


Nhưng trong câu hỏi không có phần tử x đx nên ta không thể giải được bằng bất kỳ công thức 
mà ta đã gặp từ đầu đên giờ. 


Ta cần đến hướng tiếp cận tính toán số. (Thông thường các phần mềm tính toán hay đồ họa sử 
dụng hướng này đê biêu diễn tích phân xác định). 


Ta có thể dùng một trong hai công thức: 
+ Quy tắc hình thang. 
+ Quy tắc Simpson. 

H. QUY TẮC HÌNH THANG 


Ta sẽ quan sát lại ý tưởng cơ bản khi tích toán diện tích cổng vòm ở bài “Diện tích dưới đường 
cong”. 


Trong bài đó, thay vì ta dùng cách tính diện tích hình chữ nhật nhỏ, ta sẽ dùng hình thang. Bạn 
sẽ thây dùng hình này sẽ cho ta giá trị xâp xỉ diện tích tôt hơn. 


Àx Àx AXx Àx Ax 


Nhớ rằng ý nghĩa của ký hiệu “Ax” là “sự thay đổi nhỏ giá trị x”. 


Ta có diện tích hình thang là: 
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p 


g 


h 
Diện tích = sứ +đ) 


Vậy ta có thê dùng diện tích hình thang để xấp xỉ giá trị diện tích dưới đường cong. (Hình thang 
của chúng ta đã xoay 90° nên ta được h = Az). 


lÏ 1 1 
Diện tích + Ơn + YỊ)Ax + sửI + yz)Ax + 50; K” y3)Ax BÍ --' 
Từ đó ta có quy tắc hình thang, với m hình thang như sau: 
1ê í —= vo ... 3n 
Diện tích ~ Ax (S + yị #2 + y; + +5) 


Đề tính Ax cho diện tích từ x = a đến x = b, ta dùng: 


`- b~a 
w©Ð 
và ta cũng cần: 
yọo = ƒ() 
y¡ = ƒ(a+ Ax) 
y; = ƒ(a + 2A*) 
yạ = ƒŒ) 


Lưu ý: 
Càng nhiều hình thang, giá trị xấp xỉ của ta càng tốt. 
Càng nhiều hình thang, giá trị Ax càng gần đến 0, tức Ax — 0. 


Ta có thê việt (nêu đường cong g1ữa x = a và x = b năm phía trên trục #). 


b 
Diện tích = lo dx  Âx S+  +ya + '*Yn_+ + `) 
a 


Ví dụ: Với n = 5, hãy xấp xỉ tích phân: 
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1 
Jwz +1dx 
0 


Trả lời ví dụ 


Đây là đồ thị hàm số: 


Trong hình này, tôi đã nối 2 điểm kế nhau trên 2 đoạn thắng đứng thành 1 đoạn thăng. 
Ta có a = 0 và b = 1 nên chiều rộng của mỗi hình thang là: 


ma hs. 
m 5 5 : 

vọ = ƒ(a) = KƯNẶG v0 tứ? 1 

yị = ƒ(a + Ax) = ƒ(0.2) = V0.2? + 1 = 1.019 803 9 

y; = ƒ(a+ 2Ax) = ƒ(0.4) = 0.42 + 1 = 1.077 033 

yz = ƒ(a + 3Ax) = ƒ(0.6) = 0.6? + 1 = 1.166 190 4 

y„ = ƒ(a + 4Ax) = ƒ(0.8) = 0.82 + 1 = 1.280 6248 


vs = ƒ(a + 5Ax) = ƒ(1.0) = J12 +1 = 1.414 213 6 


Vậy ta được: 
Tích phân = 0.2 
x G x 1+ 1.019 803 9 + 1.077 033 + 1.166 190 4+ 1.280 6248 + : 
x 1.414 213 3 
= 1115 
Vậy: 
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1 
Jwz + 1dx x 1.15 
0 


Ta có thê thấy ở hình trên, các hình thang rất sát với đường cong hàm số, nên kết quả xấp xỉ của 
chúng ta rât gân với kêt quả chính xác. Thực ra, kêt quả chính xác tích phân này, nêu lây 3 sô 
lẻ, là 1.148. 
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BÀI 3.1.7 QUY TÁC SIMPSON 


Trong quy tắc hình thang, ta đã dùng những đoạn thắng để mô phỏng đường cong và thấy rằng 
cách thức này cho kêt quả tôt hơn cách dùng tông diện tích các hình chữ nhật dưới đường cong 
vì quy tắc hình thang ít bỏ sót diện tích hơn ở môi phân đoạn. 


Bây giờ chúng ta sẽ bước qua một quy tắc còn cho ra kết quả xấp xi tốt hơn cả quy tắc hình 
thang. 


Ở quy tắc Simpson, chúng ta sẽ dùng hình parabola để xấp xỉ diện tích từng phần dưới đường 
cong. Cách này hiệu quả vì thường nó cho ra kêt quả chính xác hơn hướng tiệp cận tính toán sô 
mà ta đã gặp ở trên. 


Parabolas 


Ta chia diện tích ra thành ? vùng có chiều rộng bằng nhau là Ax. Giá trị xấp xỉ diện tích được 
tính bởi công thức: 


I.QUY TÁC SIMPSON 


b 
Ax 
Diện tích = |rœ dx + ¬a 2 + 4y¡ + +2y; + 4ys + 2y¿ + --- + 4y„_+ + „) 
qa 
với Ax = “ ễ. 
?+t 

Lưu ý: Với quy tắc Simpson, m phải là số chẵn. 
Bây giờ chúng ta sẽ quan sát cách thức mà quy tắc này hoạt động. 


Cách nhớ: Ta có thể viết lại quy tắc Simpson bằng cách nhóm các phần tử như sau: 


b 

Ax 
|7œ #30 "ky ty?) 20a +YV¿j21Wamh) + tạ) 
a 


Điều này cho ta cách nhớ rât đơn giản vê quy tặc Simpson: 
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b 
N2. + h : : ° ⁄ 
ị ƒŒ)dx ~=— (ĐẦU + 4(tốổng các LẺ) + 2(tổng các CHĂN) + CUÔI) 
a 
Ví dụ: Hãy xấp xỉ tích phân sau bằng quy tắc Simpson với m = 4. 
3 
Jzx+ 
+ , 
2 


Trả lời ví dụ 


Đây là đồ thị hàm số: 

Ax= CS - 24 ˆ - tàc 
n 4 ï 

yọ = ƒ(a) = ƒ(2) = 2+1 0.333 333 3 
vị = ƒ (À To = ƒ.25) = — = 0.307 692 3 
y› = ƒ(a + 2Ax) = ƒ(2.5) = =c TT 0.285 7142 
va Ề= ƒ(d + 3Ax) = ƒ(2.75) = s5 = 0.266 666 7 
y„ = ƒ(a + 4Ax) = ƒ(3) = = = 0.25 


b 
Diện tích = ị ƒ() dx 
a 


U22 
= —s- (0.333 333 3 + 4(0.307 692 3) 


+ 2(0.285 7142) 
+ 4(0.266 666 7) + 0.25) 
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= 0.287 683 1 
Lưu ý: 


Đáp án chính xác của bài toán này là 0.287 682 (lấy 6 chữ số lẻ), qua đó ta thấy quy tắc 
Simpson cho ra đáp án có độ sai sót chỉ khoảng 0.000 36 %. 

Ở ví dụ này, đường cong gần giống như hình parabola, nên 2 hình parabola ở trên gần trùng với 
đường cong y = — 


IH. Ý TƯỞNG VÀ CHỨNG MINH QUY TÁC SIMPSON 


Chúng ta sẽ tính diện tích dưới đường cong sau: 


Ta chia hình này ra thành 4 phần có độ rộng bằng nhau. (Với quy tắc Simpson, số phần chia 
phải chăn). 


Ta sẽ xây dựng hình parabola sao cho ở mỗi phần, parabola này gần như trùng với đường cong 
trên phân đó. 


Lưu ý: Thực ra khi sử dụng quy tắc Simpson, chúng ta không cần thiết phải xây dựng parabola. 
Tôi trình bày cách xây dựng chúng nhằm cho bạn hiểu cách hoạt động của quy tắc Simpson. 


Hãy bắt đâu với 2 phân ở bên trái, ta lây điêm đâu, điêm cuôi và điêm giữa như hình sau: 
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Ta đo giá trị các điểm (sử dụng lưới tọa độ), ba điểm này sẽ là: 


(xo; yọ) = (—1.57; 1) 
(x:;y1) = (—0.39; 1.62) 
(xa; y;) = (0.79; 2.71) 


Sử dụng ba điểm này, áp dụng công thức tổng quát của parabola y = ax2 + bx + c, thay các 
giá trị x; y đã biệt như sau: 


1 =a(—1.57)2 + b(-1.57) +c 
1.62 = a(—0.39)2 + b(—0.39) + c 
2.71 = a(0.79)2^+ b(0:79) + c 


Ta được hệ 3 phương trình 3 ấn, giải hệ này, ta được: 


a = 0.170 21 
b=0.85820 
c = 1.928 08 


Vậy phương trình parabola đi qua 3 điểm trên là: 
y = 0.170 21x” + 0.858 20x + 1.928 08 
Đây là hình đáng đồ thị: 


(#o. ta) 


Ta có thê thấy rằng parabola đi qua 3 điểm và rất sát với đường cong. Vì vậy parabola áp dụng 
trong phân diện tích này sẽ rât lý tưởng đê xâp xỉ. Như thường lệ, ta càng chia hình ra nhiêu 
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phân, ra càng thu về giá trị diện tích chính xác. 


Với 2 phần cuối, ta làm quy trình tương tự, xác định parabola đi qua 3 điểm sẽ có hình dạng thư 
thê này: 


(za, va) 


Bạn thấy rằng có kẽ hở giữa hình parabola và đường cong. Ta chỉ cần chia đôi kích thước phần 
đê giảm đi độ lớn kẽ hở như ở hình sau, parabola gân như trùng với đường cong. 


Chứng minh quy tắc Simpson: 
Ta quan sát diện tích dưới parabola y = axZ + bx + c. 


Cách đơn giản, ta bắt đầu với điểm (0; y¡) và quan sát diện tích dưới parabola giữa x = —h và 
x = h như hình dưới đây. (Lưu ý rắng Ax = ñh). 


(h, ta) 


h h 
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Ta có: 
h 
|? + bxz+c)dx 
—h 


axŠ + bx? : ⁄ 
=——+—+cx 
3 2 


-h 
h 
:— 3 (2ah + 6c) 


Parabola đi qua các điểm (—h; yạ); (0;y¡); (h;y;). Thay các giá trị x và y vào phương trình 
parabola, ta được kêt quả: 


Vọạ = ah? — bh +c 

J1 =€ 

yạ = ahˆ + bh+c 
Giải các phương trình trên, ta được c = yị và 2ahZ = yọ — 2y¡ + y¿. 
Thay vào A = - (2ah? + 6€) ở trên, ta được: 


_ h 


h 
A= s (2ah2 + 6c) = sỮo + 4y¡ + y;) 


Diện tích của parabola khi đi qua 3 điểm tiếp theo là: 
h 
An RỚ? + 4y; + y4) 
Cộng 2 diện tích lại, ta được: 
h 
= qỮo Vy P.2 Vo nổ Ha J4) 
Do ta có 6 phần nhỏ nên ta chỉ cần xác định diện tích đưới 3 parabola và cộng chúng lại. 


h 
A = sỚu † 4⁄¡ + 2› + 4y¿ + 2y¿ + 4yzs + y¿) 


Ta cứ tiếp tục quy trình này nhiều lần bằng cách tạo càng nhiều phần nhỏ, sau đó tạo parabola, 
tính diện tích, cộng lại, ta sẽ được quy tắc Simpson. 


b 

Ax 
|7œa ST UP + ys +) + 2a + y4 + ys + ¬**) + Yn) 
a 
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PHẢN 3.2 ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN 
BÀI 3.2.1 MỞ ĐẦU 


Trong phần này: 
+ Bài 3.2.1: Mở đầu: 


+ Bài 3.2.2 Ứng dụng của tích phân bắt định: Sử dụng tích phân bất định để tính quãng 
đường khi biệt vận tôc, tính vận tôc khi biệt gia tôc. Ngoài ra còn một sô ứng dụng trong điện 
học. 


Ở tiểu học, ta được học cách tính diện tích của những hình có cạnh thăng (như hình chữ nhật, 
hình vuông, tam giác, ...). Nhưng nêu như cạnh là đường cong thì sao? Ta sẽ tìm hiệu tại: 


+ Bài 3.2.3 Diện tích dưới đường cong. 
+ Bài 3.2.4 Diện tích giữa 2 đường cong. 


+ Bài 3.2.5 Thể tích khối tròn xoay: Giải thích cách dùng tích phân để xác định thê tích của 
vật thê có cạnh là đường cong, như thùng rượu, .... 


+ Bài 3.2.6 Trọng tâm bề mặt: Hay trọng tâm. Ta sẽ dùng tích phân để xác định trọng tâm 
của bê mặt có cạnh cong. 


+ Bài 3.2.7 Moment quán tính: Giải thích cách tìm độ bền của vật thể đang quay. Ta dùng 
tích phân với vật thê có hình dáng cạnh cong. 


+ Bài 3.2.8 Công sinh ra bởi lực biến thiên: Hướng dẫn cách tìm công sinh ra của một vật 
khi lực không phải là hăng sô. Bài này bao gôm định luật Hooke cho lò xo. 


+ Bài 3.2.9 Điện tích: Giữa 2 vật mang điện luôn có I lực, phụ thuộc vào lượng điện tích và 
khoảng cách giữa chúng. Ta dùng tích phân đê xác định công sinh ra khi tách 2 điện tích. 


+ Bài 3.2.10 Giá trị trung bình: Ta có thể tính giá trị trung bình của đường cong bằng tích 
phân. 


+ Bài 3.2.11 Tiêu chuẩn chắn thương đầu là một ứng dụng của giá trị trung bình, được dùng 
trong nghiên cứu an toàn giao thông. 


+ Bài 3.2.12 Lực của áp suất chất lỏng: Lực này phụ thuộc vào hình dạng và độ sâu của vật 
thê. Ta dùng tích phân đê tính lực. 


Trong từng phần, ta sẽ tiếp cận vấn đề đơn giản trước, thông thường sẽ là diện tích hay thẻ tích 


có cạnh thăng. Sau đó ta sẽ mở rộng từ cạh thắng sang cạnh cong. Ta cần đến tích phân vì ta 
đang tiêp cận cạnh cong, không thê dùng những công thức đơn giản nữa. 
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BÀI 3.2.2 ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 


IL QUÃNG ĐƯỜNG TỪ VẬN TÓC, VẬN TÓC TỪ GIA TÓC 
Một ứng dụng rất hữu ích của tích phân đó là quãng đường, vận tốc và gia tốc. 


Trong bài “Đạo hàm với tốc độ thay đổi tức thời”, ta có thê tìm biêu thức vận tốc bằng cách lấy 
đạo hàm biêu thức quãng đường. 
ds 


gi = 


Tương tự, ta có thể tìm biểu thức gia tốc bằng cách lấy đạo hàm biều thức vận tốc, hay đạo hàm 
câp 2 của biêu thức quãng đường. 


dụ _ đ”s 
dt ` dt? 


Vì tích phân có thể xem như quy trình ngược lại của vi phân, từ biểu thức vận tốc 0, ta có thể 
tìm biêu thức quãng đường s theo thời gian £ băng cách lây tích phân biêu thức vận tôc đó. 


s= | uát 


Tương tự, biểu thức vận tốc 0 theo thời gian £ có gia tốc a là: 


»= | aứt 


Ví dụ 1: Một hạt proton di chuyền trong điện trường có biểu thức gia tốc (theo cm /s2) là: 
a = —20(1 +2t)”7 

với £ tính bằng giây. 

Tìm hàm vận tốc 0 theo £, biết rằng khi £ = 0 thì  = 30 em/s7. 


Trả lời ví dụ 1 


»= | aứt 


^ 


Vậy, 


—— | —20 _ 
ko (1+222 
du 


Đặt u = 1 + 2t, ta được du = 2 dt, vậy dt = x 
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= | —101~2 du 
10 

=—+K 

¬... sa. .Í 

_ 1+2t 
Với t = 0; u = 30, vậy K = 20. 
Vậy biểu thức vận tốc theo thời gian là: 

= 20) : 
= ( T2 pRhIS 


Ví dụ 2: Một tia lửa được bắn thẳng đứng từ mặt đất với vận tốc 15?n/s. Hỏi sau 2.5 s, tia lửa 
ây có chiêu cao là bao nhiêu? 


Trả lời ví dụ 2 


Tia lửa chịu sự tác động của trọng lực hướng xuống nên ta có gia tốc là —9.8 mm/s?. 


1= |s« 
=[-saä 


— —9.8f + C€ 
Với t = 0, ta có vận tốc ủ = 15n/s, vậy € = 15. 
Vậy ta được biểu thức vận tốc: 

 = —9.8t + 15 


Lấy tích phân biểu thức vận tốc, ta được biểu thức quãng đường. 


s= | vát 


= |-»8t+ LĐút 


= —4.9t? + 15t +K 
Theo đề bài, ta được khi £ = 0 thì s = 0, vậy ta được K = 0. 
Vậy: 
s =_—4.9t? + 15t 
Khi t = 2.5 s, ta được s = 6.875 mm. 
H. CÔNG THỨC TÍNH QUÃNG ĐƯỜNG VÀ VẬN TÓC 
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Dùng tích phân, ta có thể thiết lập công thức tổng. quát cho quãng đường và vận tốc khi biết 
hằng số gia tốc a, vị trí ban đầu của vật thể và vận tốc đầu 0a. 


2= | aứt 


U=at+K 
Khi t = 0, ta được  = 0ạ nên K = 0ạ, vậy: 
U = 0ạọạ †+ at 


Tương tự, tính tích phân hàm vận tốc, ta được: 


s= | vát= | vụ +atdt 


1 
s= tọt + sat? + 


Khi £ = 0, ta được quãng đường s = 0 nên £ = 0. Vì vậy ta được: 
= Uọt + : lấn 
S =Uy 5 ạ 


II. HIỆU ĐIỆN THÉ QUA TỤ ĐIỆN 


Định nghĩa: Cường độ dòng điện ¡ (đơn vị Ampere) trong mạch điện bằng với thời gian tốc độ 
thay đôi điện tích q (đơn vị Coulomb) đi qua một điêm cho trước trong mạch. Ta có thê việt 
thành biêu thức theo thời gian £ như sau: 


dq 


⁄` đt 


Bằng cách viết ¡ dt = dạ và lấy tích phân, ta được: 


q= ị ¡ dt 
Hiệu điện thế Ức (đơn vị Volt) đi qua tụ điện có điện dung € (đơn vị Farad) có biểu thức: 


Ứ„=— 
SN 


Từ đó, ta có biểu thức: 


=1[:4 

=-|Ịi 

VAT. 

Ví dụ 3: Trong mạch máy tính, cường độ dòng điện (đơn vị m4) là một hàm số theo thời gian 
t, 


¡=0.3—0.2t 


Tổng điện tích đi qua một điểm trong mạch trong 0.05 s là bao nhiêu? 
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Trả lời ví dụ 3 


q= | tát 


= J°3 = StúT 


Ta có biểu thức tính điện tích q như sau: 


= 0.3 — 0.12 + K 
Khi t = 0; q =0, vì vậy ta được K = 0. 
Vậy: 


q = 0.3t — 0.1t? 
ql¿=oos = 0.3(0.05) — 0.1(0.05)2 = 0.015 n€ 


(đơn vị đo là mili-coulomb vì cường độ dòng điện ¡ là z4). 


Ví dụ 4: Hiệu điện thế đi qua tụ điện có điện dung 8.5 nF đặt trong mạch thu sóng FM gần 
băng 0. Nêu có cường độ dòng điện ¡ = 0.042£ (theo m4) nạp vào tụ, tìm hiệu điện thê sau 
2 HS. 


Trả lời ví dụ 4 


w;=` [tá 
L 
Lưu 7í 1f?=10”7”FE; le =107°š. 
Đồng thời, 0.042t (mA) = 0.042 x 10”3£ (4). 


0.042 x 1073 
Văn ¬= = 


t? 
= 4.94 x HH GYPI 


= 2.47 x 103t? + K 
Theo giả thiết, khi £ = 0 thì W = 0. Vậy K = 0. 
Do đó: 
Ứ„ =2.47 x10ˆt° 
Vậy khi £ = 2 Hs, ta được: 
fe=ZA7x10x<1n"?: 
=9882 x 103 
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= 9.88 nỮữ 
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BÀI 3.2.3 DÙNG TÍCH PHÂN TÍNH DIỆN TÍCH DƯỚI ĐƯỜNG CONG 


Trong chương tích phân, ta đã làm quen với một số khái niệm tính diện tích dưới đường cong. 
Trong bài này, ta sẽ phát triển khái niệm ấy. Bạn có thể xem phần đọc thêm ở cuối chương này 
với bài “Archimedes và diện tích một phần parabola”, bạn sẽ khám phá ra rằng Archimedes đã 
nắm được mấu chốt hình thành vi tích phân trước thời đại của Newton và Leibiz những 2000 
năm. 


Lưu ý: Bạn cần biết vẽ đồ thị trước khi nghiên cứu bài này. 


Ta muốn tìm diện tích dưới đường cong y = ƒ() từ x = a đến x = b. Ta có một vài trường 
hợp sau. 


Trường hợp I: Đường cong nằm hoàn toàn trên trục z. 


Trong trường hợp này, ta sẽ tính diện tích bằng cách tính tích phân. 
b 
Diện tích = | ƒ() dx 
a 


Vì sao ta có công thức này? 
I. NGUYÊN LÝ CƠ BẢN ĐÈ TÍNH DIỆN TÍCH DƯỚI ĐƯỜNG CONG 


Ở hình trên có xuất hiện một hình chữ nhật có chiều rộng là Ax và chiều cao y. Vậy diện tích 
hình chữ nhật đó là yAz. 


Nếu ta cộng tất cả hình chữ nhật như trên với nhau bắt đầu từ ø và kết thúc tại b, ta được giá trỊ 


xấp xi diện tích: 
b 
nP ()Ax 
xX=qa 


Bây giờ nếu ta để Ax —> 0, ta có thê tính chính xác diện tích băng tích phân. 


b 
Diện tích = | ƒ() dx 
a 
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Phép lấy tổng này còn được gọi là tổng Riemann. Bạn có thể thực hành tổng này tại trang 
http://www.intmath.com/Integration/riemann-sums.php. 


Ví dụ 1: Tính diện tích dưới đường cong y = x2 + 2 từ x = 1 đến x = 2. 


Trả lời ví dụ 1 


15 


== đơn vị 


Trường hợp 2: Đường cong nằm hoàn toàn dưới trục z. 


Ta sẽ xét trường hợp đường cong năm dưới trục x với mọi giá trị x được xét. 


Trong trường hợp này, tích phân cho ra số âm. Ta cần lấy trị tuyệt đối đề tính diện tích. 
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b 
Diện tích = | ƒÊ) dx 
a 


Ví dụ 2: Tính diện tích bao bởi y = xZ — 4, trục x và đường xz = —1 và x = 2. 


Trả lời ví dụ 2 


Hình phăng yêu câu năm hoàn toàn dưới trục x, vậy ta cân dùng đên dâu trị tuyệt đôi. 


b 
Diện tích = l ƒ(Œ)dx 
a 


| 
——. 

> 

lào) 

| 
+ 
. 
bại 


= 9 đơn vị? 


Trường hợp 3: Một phần đường cong nằm dưới trục x, phần còn lại nằm trên trục x 
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Trong trường hợp này, ta cần phải cộng những phần riêng biệt, lấy trị tuyệt đối phần nằm dưới 
tuc # (từ £ = q đến = ©). 


Diện tích = 


[zœ dx + |7 dx 


và , không làm vậy, phần diện tích “đương” (phần nằm trên trục +) sẽ trừ đi phần diện tích 
', khiến cho giá trị cuối cùng không còn chính xác. 


Ví dụ 3: Tính diện tích bao bởi đường cong y = z từ x = —2 đến x = 1. 


Trả lời ví dụ 3 


Ta có thể thấy ở đồ thị rằng phần giữa x = —2 và x = 0 nằm dưới trục x, vậy ta cần lấy trị 
tuyệt đôi cho phân đó. 
0 1 
Diện tích = lu dx tị» dx 
-2 0 
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=|-4|+— 
|=4l+2 


= 4.25 đơn vị 
Kết luận (qua 3 trường hợp): 


Ở từng trường hợp, ta cộng các phân tử từ trái sang phải như sau: 


Chúng ta tìm diện tích bằng cách cộng theo phương nằm ngang diện tích các hình chữ nhật, 
chiêu rộng đx, chiêu cao y (xác định băng cách thay giá trị x vào ƒ(z)). 


Vậy: 


b 
A= |7œ) 


(giá trị tuyệt đối sử dụng khi đường cong nằm dưới trục z). 
Trường hợp 4: Tính diện tích bằng cách cộng theo phương thăng đứng. 


Ở vài trường hợp, nếu ta lấy tổng diện tích theo phương thắng đứng, ta sẽ tìm diện tích dễ dàng 
hơn. Mội vài trường hợp chỉ sử dụng được cách này. 


M 
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Trong trường hợp này, ta tìm diện tích bằng cách cộng các hình chữ nhật có chiều rộng đy, 
chiêu cao x = ƒ(y). 


Nếu ta có y = ƒ(%). ta cần biểu diễn lại thành dạng x = ƒ(y) và ta cộng từ đáy lên trên đỉnh. 


Vậy, ở trường hợp 4, ta có: 
L) 
A= | 70) 
L6 


Ví dụ 4: Tính diện tích của miền bao bởi đường cong y = V+x — 1, trục y, đường y = 1 và y = 
.: 


Trả lời ví dụ 4 


Ta vẽ đồ thị: 


Trong trường hợp này, ta biểu diễn x là một hàm theo 7: 


Vậy diện tích là: 


5 F 5 
2 Sà 
A=jz +1dy=—+y 
_) 
1 1 
1 Jð 
Hổ ti vị 


Lưu ý: Trong ví dụ này, ta có thể cộng theo phương nằm ngang (lấy tích phân y, dùng đx), 
nhưng ta phải chia ra làm nhiêu phân đê tính. 
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BÀI 3.2.4 DÙNG TÍCH PHÂN TÍNH DIỆN TÍCH DƯỚI 2 ĐƯỜNG CONG 


y2 =#2Œ) 


=1) 


Ta sẽ tìm diện tích giữa 2 đường cong yị = ƒ¡ (2) và y¿ = ƒ;(z) và đường x = a và x = b. 


mà thấy rằng nếu ta lẫy diện tích dưới đường COng ÿ; = ƒ;(z) trừ đi điện tích dưới đường cong 
= ƒ¡(). ta sẽ được diện tích hình phăng cần tìm. Khi đó, áp dụng tích phân, ta có công thức 
tê diện tích: 


b 
A=[y;~wdx 
a 


I. MỘT CÁCH KHÁC ĐẺ TÌM CÔNG THỨC (NGUYÊN LÝ CƠ BẢN) 


Một cách khác để tìm công thức trên như sau (ý tưởng ở đây rất quan trọng trong việc hiểu rõ 
cách ta phát triên công thức sau trong bài này). 


Mỗi hình chữ nhật đặc trưng có chiều rộng là Ax và chiều cao ya — ÿ¡. vậy diện tích hình chữ 
nhật đó là (y„ — y¡)Ax. 


Nếu ta cộng hết diện tích các hình chữ nhật này lại, bắt đầu từ a và kết thúc tại b, ta có diện tích 


xâp xỉ: 
b 
À. (ÿ¿ — y¡)Ax 
x=a 


Bây giờ nếu ta để Ax —> 0, ta có thể tính chính xác diện tích thông qua tích phân: 


b 
A=[y;~wdx 
a 


I. CỘNG THEO PHƯƠNG THẮNG ĐỨNG ĐÈ TÍNH DIỆN TÍCH GIỮA 2 ĐƯỜNG 
CONG 


Tương tự, ta có thể cộng theo phương thăng đứng bằng cách biểu diễn lại hàm số theo y và ta 
tìm: 
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d 
A=[x;~xrdy 


€C 


Lưu ý rằng c và đ là giới hạn của tích phân nhắc ta đang cộng theo phương thắng đứng, dy 
nhăc ta đang biêu diễn hàm sô theo biên 7. 


Ví dụ: Tìm diện tích giữa 2 đường cong y = xÊ + 5x và y = 3 — x”, giữa x = —2 và x = 0. 
Trả lời ví dụ 


Vẽ đồ thị: 


Vậy ta cần tìm: 


b 
Diện tích = |: =ViÚ* 
a 


0 
J(@ — x?) — (x2 + 5z)) dx 
~2 


Jcz? —5x +3) dx 


| 
Ï 
| 
= 


se 
10 5 đơn vị? 


Bạn thấy rằng một phân. hình phẳng được tô màu nằm phía dưới trục +, phần còn lại nằm phía 
trên, bạn đừng lo lắng về việc có nên lẫy dấu trị tuyệt đối hay không vì bản thân công thức đã 
đảm bảo điều đó. 
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HI. BÀI TẬP 
Bài tập 1: Tìm diện tích bao bởi y = xỞ, x = 0 và y = 3. 
Trả lời bài tập 1 


Trước tiên, ta vẽ đồ thị: 


3 


Ta sẽ dùng: 
L) 
Diện tích = | ƒ(y) dy 
C 


và dùng các phần tử nằm phương ngang. Trong ví dụ này ta có thể cộng theo phương ngang, 
nhưng ta sẽ cộng theo phương thăng đứng đê minh họa cho công thức. 
Trong trường hợp này, c = 0 và đ = 3. 


Ta cần biểu diễn x theo y: y = x3. Nên x = y1⁄3. Vậy: 


ä 

Diện tích = |70 dy 
l6 
S) 

= | y1!3dy 


0 

3 

= 24/3 
4 


0 


= 3.245 đơn vị? 
Bài tập 2: Tìm diện tích được bao bởi 2 đường cong y = xZ + 5x và y = 3 — +”. 
(đây là một mở rộng của phần ví dụ ở trên). 


Trả lời bài tập 2 
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Ta vẽ đồ thị: 


Ta cần dùng công thức: 


b 
Le J3 — ¡ dx 
a 
Ta thấy rằng y = 3 — x? nằm phía trên đề thị y = x2 + 5z nên ta lấy y; = 3 — x? và y¡ = 
x? + 5z. 
Ta tìm giao điểm của 2 đồ thị: 
x?+5x=3—x*7 
©2x?+5x—3=0 
©(x+3)(2x—-1)=0 


PIRÌN) 


Ta lấy các phần tử hướng thắng đứng. 
Vậy diện tích được tính bởi công thức: 
b 


Diện tích = |: — Vị dx 
6 


0.5 


| tt đii trội Bilidg 
= 


0.5 
| 3—5x— 2x ?dx 


—3 
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5 2_ 05 
 .-.ố..ốỐ 

Sên 1 s1 _. 
= 14.29 đơn vị? 


Bài tập 3: Tìm diện tích bao bởi đường cong y = xˆ, y = 2 — x và y = 1. 
Trả lời bài tập 3 


Ta vẽ đồ thị: 


Trong trường hợp này, ta lẫy các phần tử năm ở phương ngang. 


Ta cân giải y = x” theo z: 


Ta cần phần nằm bên trái, vậy x= —\}. 
Lưu ý rằng x = 2 — y nằm bên phải x = —,jy nên ta chọn #¿ = 2 — y Và # = —\}. 
Giao điểm 2 đồ thị xảy ra tại (—2; 4) và (1; 1). 


Vậy ta được c = 1 và d = 4. 
b) 
Diện tích = J> — xị dy 


€ 


4 
=|@-»~(®) 
1 


4 
=[2-»+W& 
H8 


Khoa: TOZÁN HỌC" 181 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


1 2 Ẽ 
=4 »⁄2) 
( 2/7 13V). 


=—đ ¡2 
c đơnvị 
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BÀI 3.2.5 THẺ TÍCH KHÔI TRÒN XOAY 


Máytiện - 


Nhiều vật thể rắn, đặc biệt là những vật thể được làm từ máy tiện có tiết diện tròn và phần cạnh 
cong, Trong bài này, ta sẽ tìm thê tích của những vật có hình dạng như vậy băng tích phân. 


Những sản phẩm từ máy tiện 


Ví dụ 1: Hãy quan sát phần hình phăng được bao bởi đường thăng y = 3x, trục x và đường 
x =1. 


Khi mà vùng tô màu xoay 360P quanh trục x, nó sẽ tạo thành một khối tròn. 


Kết qua thu được là hình nón. 
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I. TÌM THẺ TÍCH BẰNG CÔNG THỨC CHIÉC ĐĨA 


Đề tính thê tích này, ta có thể lấy từng lát cắt (phần đĩa màu vàng ở hình trên) có bán kính y, độ 
dày đx. 


Công thức tính thê tích hình trụ là: 
=m*h 
Vì bán kính = r = y và mỗi chiếc đĩa có độ dày dx, ta thấy răng thê tích của từng lát cắt sẽ là: 
Ý =myˆ*d¿ 


Cộng tất cả thê tích các lát cắt này lại (với giá trị đx vô cùng nhỏ), ta có công thức sau: 
b 
Ứ=% | y? dz 
a 
Điều này có nghĩa: 


b 
V= ~|œ) dx 
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VỚI: 
++ = ƒ(z) là phương trình đường cong có phần hình phẳng được xoay. 
+ a và b là giới hạn của phần hình phăng được xoay. 
+ dx cho thấy phần hình phẳng được xoay quanh trục z. 
Lưu ý: Ta chỉ sử dụng công thức chiếc đĩa (không phải công thức con sò) trong bài này. 
Áp dụng công thức tính thê tích cho ví dụ trên, ta được: 
b 
Thể tích = 7 | ° dx 


a 


1 
1 | (3x)? dx 
| 


1 
=x| 9° dx 


0 


3x" 
~ 
= 37 đơn vị 


Kiểm tra: Liệu công thức này có đúng không? Ta có thê tính thể tích hình nón bằng công thức: 


, 17h 
Thê tích hình nón = 


_ m(3)?(1) 
_— ) 


= 3m đơn vi” 
Đáp án khớp với công thức chiếc đĩa. 


Ví dụ 2: Tìm thể tích nếu hình phăng được bao bởi đường cong y = xŸ + 1, trục x và giới hạn 
giữa x = 0 và x = 3 xoay quanh trục z. 


Trả lời ví dụ 2 


Đây là miên được miêu tả, năm dưới hàm bậc 3: 
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Áp dụng công thức tính thể tích khối tròn xoay, ta được: 
b 

Ứ=#w | y? dz 
a 


c 
=x|œ3+ 1đ 
0 


3 
| x®+2x° + 1áx 
0 


⁄ Ä# 
=x(T+Š ++] 


1 118.2 đơn vị 


3 


0 


II TÌM THẺ TÍCH KHI XOAY HÌNH PHẲNG BAO BỞI 2 ĐƯỜNG CONG 


Nếu ta có hai đường cong y; và y¡ bao qunh một hình phăng nào đó và ta xoay hình phẳng 
quanh trục x. Khi đó, thê tích hình khôi tạo thành được tính bởi công thức: 
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b 
Thể tích = z | (0z)? — ()?) dx 


Ở hình tổng quát sau, y; có màu xanh và y¡ có màu đen. Giới hạn trên và dưới của miền được 
xoay có màu đỏ tối: x = a đến x = b. 


Ví dụ 3: Một chiếc cốc được tạo thành bằng cách xoay miền phăng giữa y=2x?vày=x+1 
với x > 0 quanh trục z. Tìm thể tích vật liệu cần thiết để làm nên chiếc cốc này. Đơn vị đo là 
cm. 


Trả lời ví dụ 3 


Ta vẽ các đường cong trên và dưới: 


Cận dưới của tích phân là x = 0 (vì đề bài có nói x > 0). 


Tiêp theo, ta cân tìm xem 2 đường cong này giao nhau tại điêm nào đê xác định cận trên của 
tích phân. 


Giải phương trình sau: 
2x/=x+1 


©2x?—x—1=0 
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© (2x + 1)(x—1)=0 


Theo giả thiết thì x > 0 nên ta nhận kết quả x = 1. 


Vậy với y¿ = x + 1 và y¡ = 2x2, thể tích yêu cầu được tính bởi”: 


1 
Thể tích = m | t3%:19 = 2/8) du 
0 


1 
=[ x?+2x+1~ 4*x 
0 


= 4.817 cmŠ 


Đây là ảnh hình khối mà ta đã tìm được. Trong ảnh này có một “miếng đệm cao su” có bán kính 
bên ngoài là y¿ = x + 1 và bán kính bên trong là y¡ = 2xZ. 


„ 


II. XOAY HÌNH PHẲNG QUANH TRỤC y 


Khi miền phẳng quay 360° quanh trục y, ta có thể tìm thể tích khối tròn xoay tạo thành bằng 
công thức: 
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d 
V=x | x? dy 
ó4 


Tức: 


d 
v =m | (0) 4y 


Với: 
+x = ƒ(y) là phương trình đường cong biều diễn theo biến y. 
+ c và đ là cận trên và dưới của y trong miền phẳng được xoay. 
+ đy cho thấy miền phẳng xoay quanh trục y. 


Ví dụ 4: Tìm thể tích khối tròn xoay tạo bởi đường cong y = x quanh trục y, giữa y = 0 và 
y=4. 


Trả lời ví dụ 4 


Đây mà miên parabola ta cân xoay: 


Và đây là khối tròn xoay được tạo thành, khối này còn được gọi là khối parabolaoid: 
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Ta cần biểu diễn x theo y đề áp dụng công thức thẻ tích khối tròn xoay. 


Nếu y = zŸ thì x = y1⁄3, 


Biểu thức yêu cầu x2, vậy x2 = y2⁄3. 
d 
Thẻ tích = xJx? dy 
l6 


4 


x2 dy 
0 


3y5⁄3 
"S) 


19 đơn vị” 


4 


0 


IV. BÀI TẬP 
Bạn đọc hãy tự giải các bài sau trước khi xem cách giải. 
Tìm thể tích tạo bởi hình phẳng bao bởi đường cong cho trước, xoay quanh một trục cho trước. 
1) Đường thắng y = z, giữa y = 0 và x = 2, xoay quanh trục #. 
Trả lời câu l) 


Đây là phần hình phẳng sẽ xuay quanh trục z: 


Đồ thị hàm số y = + với phần hình 
phẳng dưới đường “cong” được làm 
mờ giữa 
x=0vàx= 2 
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Ta có thể xác định thể tích sinh ra bằng cách sử dụng công thức tính thể tích khối tròn xoay: 
b 
Thể tích = 7 | 5° dx 


~ 8.378 đơn vị” 
2) Đường cong y = 2x — x2 được chắn bởi y = 0, xoay quanh trục z. 


Trả lời cầu 2) 


Đồ thị hàm số y = 2x — +? với 
phần hình phẳng dưới đường cong 
được làm mờ giữa 
x=0vàx=2 


Đường thắng y = 0 đơn giản chính là trục z. 
Từ đồ thị, ta có thể thấy cận giới hạn của phần hình phẳng là x = 0 và x = 2. 


Thể tích sinh ra là: 
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b 
Thẻ tích = 7 | yˆdx 


a 
2 
= x|œ — x”)ˆ dx 
0 
2 
= x|@° — 4x} + x?) dx 
0 


= 4x! sÌ 
=r| —-- —+— 


3 4 5 ú 
K2 3 

= — — ] „ 
(Š 6+) C>, 

“ˆ... 

Tự ơn VỊ 


+ 3.351 đơn vị 


3) Đường cong y = #, chắn bởi y = 4 và x = 0, xoay quanh trục 7. 


Trả lời câu 3) 


VIsvyv .licöx°ẻ=vy.. 


Ta tính thể tích: 
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d 
Thẻ tích = 7 | x?dy 
L8 


4 


=m| y*dy 


1024 : 
= ———Tr đơn vị 


5 


3 


~ 643.40 đơn vị” 
4) Đường cong x2 + 4y2 = 4 ở góc phần tư thứ I, xoay quanh trục ?. 
Trả lời cầu 4) 


Ta nhận thấy đường cong có dạng hình ellipse. Câu hỏi chỉ yêu cầu phần hình phẳng ở góc phần 
tư thứ I. 


Đường cong ellipse x2 + 4y2 = 4 cho thấy 


phần hình phẳng được bao bởi đường cong, 
x=0,x= 2 và trục # 


Từ đồ thị, ta thấy giới hạn biên hình phẳng là y = 0 và y = 1. 
Khi đó, ta tính thê tích: 
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d 
Thẻ tích = 7 | x?dy 


c 


1 
x44 
0 


ll 

EÌ 
ƯƯNNGG. 

_ 

= 

| 
+ 

5|Š 

G3 
XS 


lÍ 
a 
2 
. 
| 
G2] 
4 
| 
K) 
7-szờn, 0 
= 
`=⁄ 


~ 8.378 đơn vị 
V. ỨNG DỤNG 
1) Thể tích thùng rượu 


Một thùng rượu có bán kính ở trên là 30 cm và ở giữa là 40 cm. Chiều cao thùng rượu là 1m. 
Hỏi thê tích của thùng rượu (đơn vị litre) là bao nhiêu? Cho răng cạnh bên hông thùng rượu là 
hình parabola. 


Trả lời 


Ta sẽ để thùng rượu nằm ngang đề thuận lợi trong việc tính toán. 
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tử 


(50, 30) 


Ta cần tìm phương trình parabola đi qua đỉnh là điểm (0; 40) và qua điểm (50; 30). 
Ta dùng công thức: 
(xT— h)ˆ = 4a( — k) 
Bây giờ (h; k) là (0; 40) nên ta được xŸ = 4a(y — 40) và parabola đi qua (50; 30). Vậy. 
502 = 4a(30 — 40) 

c 2 500 = 4a(-10) 

© 4a =-—250 
Vậy phương trình cạnh thùng rượu là: 


x2? = —250(y — 40) 


x? 
=y=—z+40 


250 
Ta cần tìm thê tích thùng rượu, được tạo thành bằng cách xoay parabola giữa x = —50 và x = 
50 quanh trục z. 
ÂU 
40 
20 ị 
I 
I 
ũ hd 
L 
-20 t 
-4f |—— 
40 20 ũ 2n 40 


Bây giờ ta áp dụng công thức tính thê tích khối tròn xoay: 
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b 
Thẻ tích = 7 | yˆdx 


| 
—, 
| 
l© 
h 
lGn| 
n| 1%, 
—= 
W> 
S 
b  ‹ 
. 
h 


—50 
50 
= | vất S0-HIP TT d 
"#U|\B2500 Z50 - 
—50 
xŠ 80x3 s 
R. lm 500 750 ` 60x) À 
= 425 162 cmŠ 


Vậy thùng rượu sẽ trữ được 425.2 L. 
2) Thể tích quả dưa hấu 


Quả dưa hấu có bề mặt ellipse tròn xoay (ellipsoid) với trục lớn dài 28 cm và trục nhỏ dài 
25 cm. Tìm thê tích quả dưa hầu đây. 


Hướng giải quyết trong lịch sử: Trước khi vi tích phân ra đời, cách để xấp xỉ thể tích quả dưa 
hấu đó là cắt lát từng miếng (dày khoảng 2 cm), tính thê tích từng miếng bằng công thức W = 
7rr^h sau đó cộng lại. 


Một điều thú vị là Archimedes (người nổi tiếng với hành động nhảy ra khỏi bổn tắm, sau đó 
chạy ra ngoài đường và hét lớn: “Eureka! Tìm ra rồi.”) đã sử dụng cách này để tính thể tích khối 
câu vào khoảng 200 năm trước Công nguyên. Tuy nhiên, cách trên đã dần bị quên lãng cho đến 
khi Newton và Leibniz phát triển vi tích phân vào khoảng đầu năm 1700. 


Ta sẽ giải quyết bài toán trên bằng cả 2 cách trên: 
(Ì) Tính thể tích bằng cách của Archimedes. 


Trả lời 
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Vì quả dưa hấu có dạng đối xứng, ta chỉ tính thể tích trên một nửa quả, sau đó nhân đôi đáp án. 
Bằng cách đo đạc thủ công, ta tính được bán kính mỗi lát trên một nửa quả dưa hấu là: 
0; 6.4; 8.7; 10.3; 11.3; 12.0; 12.4; đo 
Giả trị xấp xi một nửa thể tích quả dưa hấu có lát cắt dày 2 cm là: 
Vaya = 7r % (6.42 + 8.72 + 10.32 + 11.3” + 122 + 12.42 + 12.52) 

= 7r x 8 040.44 x 2 

=5054.4 
Vậy thê tích của toàn bộ quả dưa hấu là: 

5 054.4 x 2 = 10 109 cm = 10.1 1 
Ở câu hỏi tiếp theo, ta sẽ tìm cách tính chính xác thê tích quả dưa hấu. 
(i) Tính chính xác thể tích quả dưa hấu bằng tích phân: 
Trả lời 


Ta biết quả dưa hấu có dạng ellipse tròn xoay, ta cần tìm phương trình ellipse trong tọa độ 2 
chiêu có trục lớn là 28 cm, trục nhỏ là 25 cm. 


Ta dùng công thức: 


2 ⁄¿ 


* M 
—= + =1 
ad? bZ 

với ø là nửa trục lớn và b là nửa trục nhỏ. 


Với công thích tính thê tích, ta cần biểu diễn công thức theo yŸ và điều này rất dễ đề thực hiện. 


x2 y? 

q? k b2 =ã 

=ÙÒ 1É t0 yˆ=0 
b2 

= ÿy' = mm =1.) 
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Vì a = 14 và b = 12.5, ta được: 


"`. 
— 142 


2 


M (142 — x”) = 0.797(196 — x?) 


Lưu ý: a và b dùng trong công thức ellipse không phải a và b trong công thức tính tích phân. 
Hai điêu này hòa toàn khác nhau. 
Có phương trình ellipse, ta áp dụng tích phân để tính thể tích. (Một lần nữa ta tính thể tích nửa 
quả dưa hâu, sau đó nhân đôi đáp án). 
14 
Vnua = TL ị y°dx 
0 
14 
= đi 0.797(196 ~ x?) dx 
0 
14 
= 0797z | 196 — x”d+x 
0 


x3\I# 
= 2.504 (s6; = S) 


0 
= 4580.65 cmŠ 


Vậy tông thể tích quả dưa hấu là 2 - 4 580.65 = 9 161 cm hay 9.161 L,. Đáp án này gần giống 
với đáp án theo cách của Archimedes. 
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BÀI 3.2.6 TRỌNG TÂM BÈ MẶT 


I. VẤN ĐÈ ĐIÊỄN HÌNH (CẠNH THẮNG) 


Trong cấu trúc xây dựng tilt — slab, ta có bức tường bê tông (với cửa chính và cửa số rời) và ta 
cần đặt bức tường này vào đúng chỗ. Chúng ta không muốn bức tường bị nứt khi đặt xuống, 
vậy ta cần biết đến trọng trọng tâm của bức tường. Làm cách nào ta có thể tìm được trọng tâm 
của một vật có hình thù không bằng phẳng? 


Câu trúc tilt — slab (hay tilt — wall, tiÌt — up) 


Trong bài này ta sẽ nghiên cứu cách tìm trọng tâm của miền phắng có cạnh thăng, sau đó ta sẽ 
dùng tích phân áp dụng cho cạnh cong. 


H. MOMENT 
Moment của một vật có tác dụng ước lượng khuynh hướng xoay quanh một điểm của vật thể. 
Hiên nhiên, vật có khôi lượng càng lớn (và khoảng cách so với điêm càng xa), khuynh hướng 
xoay sẽ lớn. 
Công thức tính momeIt: 

Moment = khối lượng - khoảng cách từ một điểm 


Ví dụ 1 


34m lm 


kí 


Trong trường hợp này, sẽ có tổng moment ở Ø (chiêu dương là chiều kim đồng hồ). 


M=2:-1—10-3=—28 kg 'm 
HI. TRỌNG TÂM 
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Bây giờ ta sẽ đi tìm trọng tâm của hệ và điều này sẽ giúp ta đưa đến nhiều kết quả tổng quát. 


Ví dụ 2: Ta có 3 vật có khối lượng là 10 kg; 5 kg và 7 kg. vật trước cách vật sau một khoảng 
lân lượt là 2 ?m; 2 rn và 1 mm như hình sau: 


2m 2m lm 


Ta thay thế 3 vật trên bằng 1 vật sao cho vật đó tạo ra moment tương đương với 3 vật kia. Vậy 
ta nên đặt vật ây ở đâu? 


Trả lời ví dụ 2 

Tổng moment: 
10x2+5x4+7x5=75kg.m 
Nếu ta cộng hết khối lượng các khối, ta được khối lượng tông: 
10+ 5+ 7%22 kø 
Đề được giá trị moment tương đương, ta cần: 
2xđ v5 

Với đ là khoảng cách từ trọng tâm đến tâm quay. Giải phương trình trên, ta được: 


TH 


Vậy hệ tương đương (với vật có khối lượng 22 kg) là: 


3.4m 


O 


IV. TRỌNG TÂM HÌNH PHÁNG 


Hình chữ nhật: 


(42) 


y 
(02) 


Trọng tâm 


0 (4.0) X 


Trọng tâm nằm ngay giữa hình chữ nhật, tức điểm (2; 1). 
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Một số hình phức tạp: 


+ Ta chia hình phức tạp ra thành các hình chữ nhật và tìm x (giá trị hoành độ x của trọng tâm) 
và 7 (giá trị tung độ y của trọng tâm) băng cách lầy moment trên 2 trục này một cách độc lập. 


+ Vì ta có hình phăng nên ta có thể dùng diện tích để tính moment. 


Ví dụ 3: Tìm trọng tâm của hình sau: 


(1.4) (3.4) 


(22 


(-2.0) 1 (30)  x 


Trả lời ví dụ 3 


Ta chia miền phẳng thành 2 hình chữ nhật và giả sử khối lượng của hình chữ nhật tập trung ở 


giữa. 
Trọng tâm(-1 /2, 1) 
(2.2) 
(2.0) 
Hình chữ nhật trái: 
Diện tích = 3 x 2 = 6 đơn vị? 
Hình chữ nhật phải: 


Diện tích = 2 x 4 = 8 đơn vị 


Lấy moment theo trục y, ta được: 


1 - 
6 ~s)+8(2) =ft£6)£ 


Tương tự với trục z: 


6(1)+8(2) = (6+ 8)ÿy 
VẾ› 
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lš Z5 
Vậy trọng tâm nằm ở (: ^). 
14” 14 


Ta có thể sử dụng quy trình này đề giải quyết vẫn đề cấu trúc tilt — slab đã đề cập ở đầu bài. 
Một cách tông quát, ta có thể nói: 


Tổng moment theo hướng x 


I 
ll 


Tổng diện tích 
Tổng moment theo hướng y 


, Tổng diện tích 
Ý tưởng này sẽ được dùng rộng rãi hơn ở phần sau. 
V. TRỌNG TÂM CỦA MIÈN PHÁNG CONG 


Hãy tiếp cận trường hợp dễ nhất, ta sẽ tìm trọng tâm của miền phẳng xác định bởi hàm ƒ(), 
đường thăng đứng x = a và x = b như hình dưới đây: 


Để tìm trọng tâm, ta sử dụng ý tưởng cơ bản mà ta đã áp dụng cho trường hợp cạnh thăng. Hình 
chữ nhật trong hình cách trục y một đoạn có độ dài x đơn vị, chiêu rộng Ax (sẽ trở thành dx khi 
sử dụng tích phân) và chiêu cao y = ƒ(z). 


Tổng quát hóa trường hợp miền phẳng hình chữ nhật ở trên, ta nhân 3 giá trị x; Ax và ƒ(%) sẽ 
cho ta diện tích hình chữ nhật mỏng nhân với khoảng cách đến trục x, sau đó cộng chúng lại. 
Nếu ta lấy một lượng vô cùng nhỏ những hình mỏng, ta được giá trị hoành độ x của trọng tâm 
bằng cách áp dụng tổng moment theo chiều x bằng công thức: 


, b 
tông moment 


#=————— xƒ(z) dx 
tổng diện tích na /œ) 


Và, mô tả moment theo chiều y trên trục x và viết lại biểu thức theo +, ta được: 
d 


2J 7/0) 


tổng moment 1 


vân tổng diện tích —A 
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# 
> 


Hãy nhớ rằng lúc này ta tích tích phân theo y, và khoảng cách của hình chữ nhật ở hình trên đến 
trục x là y đơn vị. Đồng thời cận dưới và trên của tích phân lúc này là c và đ, hiện ở trục y. 


Đương nhiên, ta cần sử dụng nhiều hình chữ nhật mỏng. 


Công thức so le: Tùy theo hàm số, công thức này sẽ giúp ta tính tọa độ y dễ dàng khi mô tả 
moment theo hướng x (Hãy nhớ đên “dx” trong tích phân, cận trên và dưới trên trục x khi sử 
dụng công thức so le). 


= tổng moment 
° tổng diện tích 


b 
-` F2 x/Gœ)& 


a 


>> 


b ế 
Í (ƒ .” na 


Điều này đúng khi ta có hình chữ nhật rất mỏng (độ rộng dx), trọng tâm sẽ bằng một nửa 
khoảng cách từ đâu đên đáy của hình mỏng. 


Một hướng triển khai của biểu thức thứ hai này đó là không cần thiết phải biểu diễn lại hàm số 
theo y. 


VI. TRỌNG TÂM MIÈN PHẲNG BAO BỞI HAI ĐƯỜNG CONG 
*2=ƒ2@) 


‹f - #O 4N HỌC" 
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Ta mở rộng trường hợp đơn giản ở trên. Hình chữ nhật mỏng ở hình trên có chiều rộng Ax và 
chiều cao ¿ — ¡, Vậy tổng moment theo hướng z trên tổng diện tích là: 


: b 
tông moment 1 


#=——— # dx 
tổng diện tích =2j 0 =>) 


a 
Với tọa độ y, có hai cách để ta xử lý. 
Cách 1: Ta lẫy moment trên trục y, khi đó ta cần biểu diễn lại biểu thức zx; và z¿ là hàm số theo 
. 
d 


niệu — #¡)dy 


tổng moment 1 


s. tổng diện tích —A 


Cách 2: Ta giữ mọi thứ theo x bằng cách mở rộng “công thức so le” ở trên. 


_— tổng moment _ 1 => & s S 
)=——— =“—=Àk 


tổng diện tích —A 
Ví dụ 4: Tìm trọng tâm mặt phăng bao bởi y = xŸ; x = 2 và trục z. 
Trả lời ví dụ 4 


Đây là miền phẳng được mô tả: 


y=x 


0 dx 2 


Tronfwtờangpbgố này, y = ƒ(%x) = xŸ; a = Ô; b = 2. 


Đầu tiên, ta tính diện tích phần được tô màu: 


Tiếp theo, sử dụng công thức tính tọa độ x của trọng tâm, ta được: 
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z=2| xf&)& 
a 
4 
xi +q 
# TẾ, # 
0 
HƠI 
x=-|— 
4\5 : 
K= lõ 
Bây giờ, để tìm tọa độ y, ta cần tìm: 
ỷ 13 
Xi — 
= X2 -Xị 


x¿ = 2 (điều này đã được nói trong đề bài). 
#ị = y1⁄3 (đây là biến trong bài). 


c=0;äd =6. 


d 
1 
?=1|yŒs›~x)ay 


Le 


8 
1 
=z|>(e~y*°)s 


8 


_- yà- 3” 
4 7 


= 2.29 


0 


Vậy trọng tâm của miền phẳng có tọa độ (1.6; 2.29). 
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VII. CÔNG THỨC SO LE TÍNH GIÁ TRỊ TUNG ĐỘ y 


Sử dụng công thức so le, ta có thể tính giá trị tung độ y của trọng tâm như sau: 


= 2.29 


Ở ví dụ này, công thức so le giúp ta tính toán dễ dàng hơn, nhưng tiếc là không phải trường hợp 
nào cũng vậy. 


Chú thích: 


Cấu trúc xây dựng tilt — slab là một dạng kỹ thuật xây dựng, sử dụng các tắm bê tông có khoét 
vị trí đặt cửa sô, cửa chính,... giúp cho việc xây dựng trở nên nhanh chóng. (xem thêm tại 
http://en.wIkipedia.org/wIk/TIIt_up). 
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BÀI 3.2.7 MOMENT QUÁN TÍNH 


Moment quán tính là giá trị đo lường sự chống lại thay đổi chuyển động của một vật thể quay. 


Moment quán tính của một vật có khối lượng mm quay quanh một điểm cho trước được tính bằng 
công thức: 


Moment quán tính = md7? 
với đ là bán kính quay. 
I. QUÁN TÍNH CHO HỆ NHIÊU VẬT 


Nếu một nhóm các vật có khối lượng là n;; mạ; na; ...;rn„ quay quanh một điểm với khoảng 
cách khác nhau lân lượt là đ; đ;; đạ;...; dạ, khi đó moment quán tính I xác định bởi: 


I =rmid? + m;d? + mạdä + --- + m„d 
Nếu ta đặt tất cả vật này vào cùng một điểm (cách điểm quay một khoảng R) thì: 
dị = d; = d;: - --- ==.h 
và ta có thể viết, 
I = (mì +1n; + nạ + --- + rn„)R2 
R được gọi là bán kính hồi chuyền. 


Ví dụ 1: Tìm moment quán tính và bán kính hồi chuyên tại điểm góc tọa độ (0, 0) với hệ vật có 
tọa độ và khôi lượng cho trong bảng sau: 


6 5 9 2 
__ Điểm |(-3;0).(—2; 0) (1; 0) | (8; 0) 


Trả lời ví dụ 1 
Moment quán tính có giá tr: 
I=6(=3)*+5(=2) +9(1)°+ 2087” 
J= 211 
Đề tìm R, ta dùng: 
I = Œmị +?n; +1ns + --- + m„)R? 
211=(6+5+9+2)Rˆ 
Vậy R ~ 3.097. 


Điều đó có nghĩa một vật nặng 22 đơn vị, đặt tại vị trí (3.1; 0) sẽ có cùng moment quán tính 
với 4 vật trên. 
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II. MOMENT QUÁN TÍNH CHO MIÈN PHÁNG 
J2 = ƒ2@) 


0b a b X 


Ta muốn tìm moment quán tính l; ở miền phăng trên xoay quanh trục 7. 


Mỗi hình chữ nhật mỏng sẽ có độ rộng dx và chiều cao y; — y¡, vậy diện tích của chúng là 
Œ; — y¡) dx. 


Nếu mỗi đơn vị diện tích có khối lượng k thì khối lượng hình chữ nhật là k(y¿ — y¡) dx. 


Moment quán tính mỗi hình chữ nhật là (k(y;¿ — y¡) dx)x2 vì mỗi hình chữ nhật cách trục y 
một khoảng có độ dài x đơn vỊ. 


Ta có thể cộng tất cả moment quán tính của mỗi hình chữ nhật nhỏ lại để tính moment quán tính 
1; băng tích phân: 


b 
l,=k ị x?Œ = ý). 
a 


Sử dụng quy trình tương tự ta đã áp dụng khi giải quyết cho hệ nhiều vật, bán kính hồi chuyên 
Ry được tính bởi công thức: 


với mm là khối lượng của miền phẳng đó. 
Ví dụ 2: Xét góc phần tư thứ nhất bao bởi đường cong: 
y=1—x? 
Tìm: 
+ Moment quán tính ứng với trục 7. (1). 


+ Khối lượng miền phẳng. 


+ Tìm bán kính hồi chuyền. 
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Trả lời ví dụ 2 


Đương nhiên, đâu tiên ta vẽ hình trước: 


y„„=1-# 


a=0 0 b=1 * 


đầy =1=az °văy(=0ø=0vabe1, 
Tìm l;: 
b 
ly =k| x*0 — 4) dx 


a 


nh 
=ử | x2(( — x?) - (0)) dx 
0 


1 
=k[G?=x*)äx 
0 


Khối lượng miền phẳng m: 
Bây giờ mm = kA, với A là diện tích miền phẳng. 


Bây giờ, 
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2 
3 
Vậy m = kA = `. 


Bán kính hồi chuyển: 


n : : _¬ SẮ. A2 2 ly „ 2k nh. 2 4 
Điều này có nghĩa nêu một vật có khôi lượng là = được đặt cách trục y một khoảng 0.447 đơn 
vị thì nó có cùng moment quán tính với hình phẳng ban đầu. 


Lưu ý: Khi quay quanh trục x, công thức trở thành: 
b) 
I, =k | y?G¿ —xi)dy 
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BÀI 3.2.8 CÔNG SINH RA BỞI LỰC BIẾN THIÊN 


Công W sinh ra bởi lực không đôi tác động vào một vật làm vật đó chuyển động một khoảng 
d được xác định bởi công thức: 
W=Fxởd 


Ví dụ: Một trái táo có trọng lượng 1 N đặt trên bàn. Nếu bạn nhắc trái táo này lên đến độ cao 
1mm so với mặt bàn, bạn đã thực hiện một công xâp xỉ 1 Newton met (Nm). 


I. CÔNG SINH RA BỞI LỰC BIÊN THIÊN 
Nếu lực là một giá trị biến thiên (như nén lò xo), ta cần dùng tích phân để tính công sinh ra. 


Nếu lực xác định bởi hàm F(+) thì công sinh ra theo trục x từ a đến b là: 


b 
W = |re dỳ 


II. ĐỊNH LUẬT HOOKE CHO LÒ XO 


Lực Ƒ dùng đê kéo căng hay nén lò xo đi một khoảng x đơn vị so với trạng thái ban đâu của lò 
xo CÓ tỈ lỆ VỚI x. 


F=kx 


Ta có thê xác định hăng sô lò xo k băng cách ứng với môi lò xo, ta quan sát tác động của lực 
làm lò xo bị kéo căng. 


Ví dụ 1 


a) Tìm công sinh ra của lò xo khi bạn nén lò xo đang ở trạng thái tự nhiên dài 1 mm còn 0.75 ?n 
nêu hăng sô lò xo là k = 16 N/m. 


Trả lời ví dụ 1 câu a) 


F=lóÓx 
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= 8x?” 
= 0.5 Nm 


b) Công sinh ra là bao nhiêu nếu ta nén lò xo thêm 30 cm? 


Trả lời ví dụ 1 câu b) 
0.55 
Công = | 16x dx 
0.25 


Sx lậPP 
= 1.92 Nm 
Chú ý: Với lò xo, 
b 


| #tÔ dt 


a 
yêu câu ø và b là khoảng cách tính từ trạng thái tự nhiên của lò xo. 


Ví dụ 2: Một lực 1 200 N nén lò xo từ chiều dài tự nhiên là 18 cm xuống còn 16 cm. Hỏi công 
sinh ra là bao nhiêu nêu ta tiệp tục nén lò xo từ 16 cn xuông 14 cm? 


Trả lời ví dụ 2 


Đầu tiên ta sẽ xác định hằng số lò xo (theo đơn vị cm). 


F=kx 
Vậy 1 200 = k(2). 
Vậy k = 600 N/cm. 
Vậy trong trường hợp này, 
F =600x 
Vậy công sinh ra xác định bởi: 
4 


Công = J son dx 
2 


= 300x?lŠ 
= 3600N›:cm 


Ví dụ 3: Một xô nước bị rỉ có trọng lượng 5 được nâng lên không trung 20 mm với tốc độ cố 
định. Sợ dây thừng nặng 0.08 N -?n~1. Ban đầu xô nước có 2 N nước và rỉ ra với tôc độ không 
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đổi. Khi nâng xô nước lên đỉnh thì nó hết nhỏ giọt. Hỏi công sinh ra khi: 
a) Bỏ qua trọng lượng xô nước. 


Trả lời ví dụ 3 câu a) 


20m TÀN 


Lực cân thiệt đê nâng xô nước lên chính là trọng lượng của nước. 


Khi xô nước cách mặt đất một đoạn x đơn vị, biểu thức trọng lượng nước được xác định bằng 
đồ thị: 


Trọng lượng nước 


* 
2 4 6 8 l 12 14 lẽ „l8 „20 
Độ cao Của Xô nước 


Vậy, sử dụng y = mmx + c, ta được độ dốc là: 


ĐEN 


và glao điềm với trục y là c = 2. 


Vậy ta có thể thiết lập hàm số trọng lượng ứng với chiều cao x như sau: 
x 
FŒœ&) =———+2 
(%)=—1p 
Khi đó, 
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b 
Công = | F(z) dx 


= 20N-mm (20 Joule) 


Ngoài ra, ta có thê việt hàm sô theo cách sau: 


20—-x* ba 
F(z)=2 =(2-—)N 
)=2(2o)= (2-2) 
Trọng lượng ban đầu / % —. lệ còn lại 
của nước ữ độ cao x 


b) Tính cả trọng lượng xô nước. 
Trả lời ví dụ 3 câu b) 


Với xô nước: 


Vậy tông công = 20 + 100 = 120 Nm. 
c) Tính trọng lượng nước, trọng lượng xô nước và trọng lượng dây thừng. 
Trả lời ví dụ 3 câu c) 


Trọng lượng dây thừng ở độ cao # là: 
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Trọng lượng dây thừng 
16 
14 
12 
1 
8 


X 
P2 4 6 8 MÐ 12 14 16 18 20 7 
Độ can của xổ nước 


F(z) = 0.08(—x + 20) 


Công sinh ra của sợi dây là: 


20 
| 0.08(—x + 20) dx 
0 
_ 20 
= 0.08 = + 20x 
0 
=16N-m 


Vậy tông công sinh ra của nước, xô, sợ dây là: 


W = 20 + 100 + 16 Nm = 136 Nm (hay 136 }) 
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BÀI 3.2.9 ĐIỆN TÍCH 


Lực giữa hai điện tích tỉ lệ thuận với tích điện tích của chúng và tỉ lệ nghịch với bình phương 
khoảng cách giữa chúng. 


Vậy ta có thê viết: 


_. 


ƒ/07= 


VỚI đị và q; tính theo đơn vị Coulomb (C), x tính theo metre, lực tính theo Newton và k là 
hằng số có giá trị k = 9 - 10. 


Điều này cho thấy công sinh ra khi 2 hạt điệt tích di chuyển sần lại nhau (hoặc cách ra xa nhau) 
là: 


b 
Công = = q12 
a 


Ví dụ: Một hạt electron có điện tích âm là 1.6 - 1012 Œ. Hỏi công sinh ra là bao nhiêu nếu ta 
tách 2 hạt electron từ 1 øm đên 4 prn? 


Trả lời 
Nhắc lại: “pm” là đơn vị đo pico-metre, hay 10~12 metre. 
Trong ví dụ này, 


a=1x10 1m 
b<1iýiIŨ “mm 
k=9-102 

Y=u. =1 6 10c 


Vậy ta được: 
b 
Công -lJ 4142 
a 
4x10~12 
(9 - 102)(—1.‹6 - 10~13)Z 
= ————xsz————dx 
x 
1x10—12 
4-1012 
= (2.304- 108) (- — 
4/ Hịd022 


=I  . 5) 
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BÀI 3.2.10 GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 


Giá trị trung bình của hàm số y = ƒ() từ x = a đến x = b xác định bởi công thức: 


ƒ,ƒ() dx 


3 trung bình b—q 


Tại sao? Nếu như đây là lần đầu bạn gặp công thức này, bạn hãy suy nghĩ xem công thức này 
đên từ đâu và sử dụng nó như thê nào. 


Gợi ý: Làm sao để tìm được giá trị trung bình của một tập số nào đó? Bản chất của việc tìm tích 
phân là gì? Ký hiệu tích phân có ý nghĩa như thê nào? 


Ví dụ: Nhiệt độ 7 (tính theo °Œ) ghi nhận trong một ngày thỏa đường cong sau: 
T = 0.001: — 0.28t? + 25 


với £ là giờ, được tính từ lúc giữa trưa (—12 < t < 12). Hỏi nhiệt độ trung bình của ngày hôm 
đó là bao nhiêu? 


Trả lời 


Đầu tiên, ta vẽ đồ thị, từ đó ta có thể dự đoán rằng giá trị trung bình sẽ nằm trong khoảng 14 
đến 16 độ: 


[` ƒŒ) dx 


mi trung bình b—q 


ƒˆ2(0.001t — 0.28t? + 25) dx 


12— (—12) 
—1 _= 0.28: r2.) W 
24\_ 5 3 s 
= 15.7% 


Câu hỏi: Những vấn đề sau có tính chất gì chung? 


Khoa: TOZÁN HỌC" 217 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


+ Giá trị trung bình của hàm số. 

+ Diện tích dưới đường cong. 

+ Túi khí. 

+ Vụ tai nạn xe thảm khốc nhất lịch sử. 
+ Võ sĩ quyền anh. 


Tất cả sẽ được giải đáp trong bài tiếp theo là “Tiêu chuẩn chấn thương đâu”. 
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BÀI 3.2.11 TIÊU CHUẢN CHÁN THƯƠNG ĐẦU (HIC): CHỈ SÓ NGHIÊM 
TRỌNG 


Trong bài này ta sẽ thây một sô ví dụ của giá trị trung bình của hàm sô. Mục tiêu của chúng ta 
sẽ xác định được tiêu chuân chân thương đâu, một đại lượng nhăm đò lường mức độ hư hại của 
đầu. 


Vào những năm 1950, xe hơi còn được biết đến như cỗ máy giết người. Vào lúc đó xe hơi chưa 
được trang bị túi khí, dây đai an toàn, hệ thống chống bó phanh, vùng chịu lực hay tay năm 
bằng nhựa. Vào những năm 1960 đến 1970, Ralph Nader đã yêu cầu các nhà sản xuất xe hơi 
phải sản xuất ra những chiếc xe an toàn hơn và điều này đã làm giảm đi lượng tai nạn giao 
thông. 


I. PHANH XE BÌNH THƯỜNG 
Phanh xe bình thường của chiếc xe hơi đi đường là 10 n/sZ (hay 1 g). 


Phanh xe bình thường của chiếc xe đua là 50 rn/s? (hay 5 g). Điều này tùy thuộc vào kiểu khí 
động học và vỏ xe lớn làm băng loại cao su đặc biệt. 


Khi ta dừng xe, độ giảm tốc có thê xảy ra đột ngột (như trong các vụ va chạm xe) như sau: 


Đã giảm li ắ E 


Thời gian 


hay xảy ra một cách chậm rãi như lúc bạn phanh xe bình thường. 
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Độ giảm tôc 


Thời gian 


Trong hai trường hợp, diện tích hình phăng dưới đường cong là như nhau vì vận tốc ta cần mất 
là như nhau. 


I. KIÊM TRA VA CHẠM 


Hãy tưởng tượng một chiếc xe hơi di chuyển với vận tốc 48.3 km/h. Nếu ta phanh xe bình 
thường, xe sẽ mât một khoảng thời gian từ 1.5 s đên 2 s đê dừng hoàn toàn (trạng thái nghỉ). 


Nhưng khi xảy ra va chạm, xe sẽ dừng chỉ trong vòng 150 ms và đỉnh của độ giảm tốc có thể 
đe dọa đên tính mạng kéo dài trong vòng 10 ?ns. 


Thí nghiệm kiểm tra va chạm có sự tham gia của hình nộm, tử thi, động vật và võ sĩ quyền anh. 
HI. DỮ LIỆU KIÊM TRA VA CHẠM CỦA HÃNG MERCEDES BENZ 


Công ty Mercedes Benz là một trong những công ty hàng đầu trong lĩnh vực sản xuất xe an 
toàn. Công ty này đã thực hiện nhiêu thí nghiệm kiêm tra sự va chạm xe với đôi tượng ngôi 
trong xe là hình nộm, với mục đích giảm thiêu chân thương cho con người. 


Đầu của chúng ta giống như con lắc nên đây là vùng dễ bị tồn thương nhất trên CƠ thể khi xảy 
ra va chạm. Trong một chiếc xe không có túi khí, độ giảm tốc rất mạnh và xảy ra rất nhanh. 


Tiêu chuẩn chắn thương đầu (HIC) có vai trò rất lớn trong trường hợp này, cho biết đầu của một 
người sẽ bị chân thương hay không. (Ta sẽ quan sát cách tính HIC ở bài sau). 


IV. GIÁ TRỊ A-3 MS 


Giá trị A-3 ở hình sau liên quan đến mức giảm tốc cực đại, kéo dào trong 3 ms (bất kỳ khoảng 
thời gian nào ngăn hơn đêu ảnh hưởng nhỏ đên não). 
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KIỂM TRÀ VÀ CHAM 48.3 kh - KHÔNG CÓ TÚI KHÍ 


HC 6815 
Ä&-3 ms= 89 65g 


0 20 40 60 50 100 120 140 160180 200 220 240 260 280 3200 
1nS 


Nêu có túi khí, nó sẽ mở rộng ra, qua đó giảm thiêu lực giảm tôc. Lưu ý răng lực cực đại (theo 
g) xuông thâp hơn rât nhiêu khi có túi khí. 


120 KIỂM TRả Và CHảMM 48.3 kưnh - CÓ TÚI KHÍ 


100 
80 IHC 320754 
5 60 Ä-3mms=43.4?g 


0 
0 20 40 60 80 100 120 140 160180 200 220 240 260 280 300 
1s 


Trong hình về độ giảm tốc này, hình chữ nhật màu xanh tượng cho biết phần nghiêm trọng nhất 
lúc giảm tôc, khi lực cực đại xuât hiện trong một khoảng thời gian dài. 


Với túi khí, khả năng bạn sống sót sau va chạm sẽ cao hơn. Túi khi được phóng ra trong vòng 
CÓ MIỸ, 


„TÚI KHÍ + DẢY BÁI ÁN TOÁN 
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V. THIẾT KÉ XE HƠI VÀ HỆ QUÁ KHI VA CHẠM 


-“ , củ 
“- \ 


Chiêc xe chở công chúa Diana bị nát 


Hình ảnh này được chụp sau khi vụ va chạm xe hơi xảy ra vào năm 1997, làm thiệt mạng những 
người trong xe, kê cả công chúa Diana. 


Cần lưu ý đến vùng chịu lực phía trước của xe Mercedes đã hoạt động như thế nào trong khi 
buông lái vân giữ được hình dáng ban đâu. Tuy nhiên điêu này là chưa đủ đê cứu công chúa. 


Vùng chịu lực có vai trò hấp thụ lực va chạm, vì vậy độ giảm tốc được giảm, kéo theo khả năng 
chân thương cũng giảm. 


VI. MÔ HÌNH NHẢM MÔ TẢ CHÂN THƯƠNG ĐẦU 

Ta cần mô tả ñØuy Cơ tốn thương đầu khi va chạm bằng một con số cụ thẻ. 

Hai hướng tiếp cận chính đó là chỉ số nghiêm trọng và tiêu chuẩn chắn thương đầu. 
VII CHỈ SÓ NGHIÊM TRỌNG 

Trong lịch sử, mô hình đầu tiên được phát triển đó là chỉ số nghiêm trọng (S1). 


Chỉ số này xác định bởi công thức: 


VỚI: 
+7 là khoảng thời gian diễn ra độ giảm tốc khi xảy ra va chạm. 
+ a{£) là độ giảm tốc tại thời gian t. 


Chỉ số 2.5 được chọn cho đầu và những chỉ số khác được chọn cho những bộ phận khác trong 
cơ thê (thường những bộ phận dê bị chân thương). 


Ghi chú: 


g: Hằng số gia tốc trọng trường. Trong bài này ta lấy j= TẾ tr”, 
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Tiêu chuẩn chấn thương đầu (Head InJury Criterion) nhằm ước lượng khả năng chấn thương 
của đâu khi xảy ra va chạm. Xem thêm tại: 


http://en.wIkIpedia.org/wIk1/Head_InJury_ criterion 
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BÀI 3.2.12 TIỂU CHUÂN CHÂN THƯƠNG ĐẦU (HIC): CHÍ SỐ HIC, VÍ DỤ 
Dựa vào thí nghiệm, các nhà nghiên cứu thấy rằng chỉ số nghiêm trọng không mô tả chính xác 
khả năng chân thương khi va chạm. 


Họ phát triển HIC dựa vào giá trị trung bình của gia tốc trong phần nghiêm trọng nhất của độ 
giảm tôc (được thê hiện băng hình chữ nhật màu xanh trong dữ liệu của hãng Mercedes ở bài 
trên). 


Giá trị trung bình của gia tốc a(£) trong một đoạn thời gian £¡ đến f; xác định bởi công thức: 


Với HIC, dựa vào dữ liệu thí nghiệm, ta biến đổi công thức đó thành: 


` 2.5 


ị a(£) dt 


t2 


HIC = max({t; hoặc t;}) | (ta — t) 


t2— EỊ 


Công thức này có ý nghĩa rằng: 


HIC là giá trị lớn nhất trên khoảng thời gian tới hạn £; đến tạ cho biểu thức trong dấu ngoặc 
tròn (). Chỉ sô 2.5 được chọn cho vùng đâu, dựa vào thí nghiệm. 


I. MÔ HÌNH HÓA KÉT QUÁ KIÊỄM TRA VA CHẠM 


Hãy quan sát ví dụ về việc sử dụng HỊC. Ta sẽ mô hình một kết quả va chạm của Mercedes 
Benz, sau đó áp dụng công thức trên. 


1. Phát triển mô hình hóa 


Hướng tiếp cận của chúng ta sẽ là mô hình hóa đường cong của độ giảm gia tốc bằng hàm số. 
Ta nhận thấy răng hình dạng đồ thị dữ liệu va chạm về cơ bản giống với đường cong: 

1 

Kuổ Ì 


ƒŒœ)= xã 
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Hình ảnh này tựa như hình ảnh “đường cong hình quả chuông” trong thống kê. 
2. Mô hình hoa gia tốc 


Bằng cách mô hình hóa đường cong trên, ta sẽ thu được đường cong rất sát với dữ liệu thí 
nghiệm Mercedes. 


16 400 1480 


t)=—_--r-ccc ————=-—=-——-- 
2Œ)“ C-—g8)7+4D0 0N)? +18 


Ta tìm được mô hình này bằng cách quan sát 2 đỉnh trong đồ thị của độ giảm tốc, có tâm lại 
68 ms và 93 ms. Băng cách thêm vào 2 đường cong dạng quả chuông, ta được mô hình rât sát 
với đô thị yêu câu. 


Thời gian để máy tính tính toán biểu thức HIC rất lớn, nên ta cần phải đơn giản một số thứ. 


Ta có thể đơn giản các phần tử trong ngoặc nhọn của biểu thức HIC, với mỗi giá trị khác nhau 
của d = t; — t¡, ta định nghĩa họ đường cong: 


t+d 2.5 


1 
Hy„ = d 1] a(T) dT 


t 
Ta thay đổi giá trị của biến đ. Giá trị của đỉnh cao nhất trên họ đường cong cho ta HỊC. 


3. HIC không có túi khí 


Khoa: TOZÁN HỌC" 225 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


Bây giờ ta sẽ sử dụng mô hình cho ø(£) ở trên và cực đại hóa giá trị của H với những giá trị 
khác nhau của đ. 


KHÔNG CÒỎ TÚI KHÌỈ 


Hạ đường cong H . 
những giá trị khác nhau cũa d 


0 20 40 60 80 100 120 140 160 


Ta thấy rằng đỉnh cao nhất xuất hiện khi đ = 50, từ đồ thị ta thấy rằng HIC xấp xỉ 725, sát với 
dữ liệu của Mercedez (hình ảnh trên chỉ cho vài giá trị của đ, trên thực tê giá trị đ = 50 cho ra 
đường cong cao nhât). 


4. HIC có túi khí 


Mô hình sẽ đơn giản hơn nếu có túi khí vì độ giảm tốc sẽ mượt hơn và có dạng gần giống với 
hình quả chuông. Một số mô hình đã thu được biêu thức sau cho gia tốc: 


22 000 


s» ` (t — 74)? + 500 


Đồ thị như sau (vẽ cùng tỉ lệ với đồ thị trong trường hợp không có túi khí): 


100 


Áp dụng lại công thức H, ta được họ đường cong và một lần nữa, d = 50 cho ta giá trị lớn nhất, 
từ đó có kêt quả của HỊC. 


HIC trong trường hợp có túi khí có giá trị xấp xỉ 310, sát với dữ liệu của Mercedes Benz. 
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CÓ TÚI KHÍ 


Họ các đường cong H, 4 


ứng với mỗi giá trị khác 
nhau của d 


ụ 20 40 60 80 100 120 140 160 
Thời gian (tns) 


H. TIỂU CHUÂN CHÁN THƯƠNG ĐẦU (HIC) CÓ Ý NGHĨA GÌ? 


Nhìn chung, các chuyên gia đồng ý rằng giá trị HIC trên 100 cảnh báo nguy cơ đe dọa mạng 
sông con người. 


Mỗi số bài kiểm tra va chạm cho ra giá trị HIC thấp, tầm 142 (xe Audi 8 có túi khí vào năm 
1995). 


HI. KÉT LUẬN 

Bạn không được ôm chặt một đứa trẻ trong tay khi xảy ra va chạm. 
Thắt dây an toàn bảo vệ mạng sống của bạn. 

Túi khí bảo vệ đầu. 

Diện tích dưới đường cong và giá trị trung bình có nhiều ứng dụng. 


Chú thích: Tham khảo Crash Tests and the Head Injury Criterion, Henmn, H, Teaching 
Mathematics and 1ts Applications, Vol 17, No 4, 1998. 
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BÀI 3.2.13 LỰC CỦA ÁP SUẤT CHÁT LỎNG 
Lực F trong một miền phẳng 4 tại độ sâu y trong một chất lỏng có tỷ trọng w xác định bởi công 
thức: 
F =wyA 

Lực sẽ tăng nêu như tỷ trọng tăng, hay độ sâu tăng hay diện tích miền phẳng tăng. 
Vậy nếu như ta có một chiếc đĩa mỏng với hình thù bất kỳ, để thăng đứng sau đó nhúng vào 
chât lỏng, lực tác động vào mặt phăng ây tăng tỉ lệ thuận với độ sâu. Cho nên hình dạng chiêc 
đĩa có thê thay đôi nêu ta chìm nó sâu hơn do tác động ngày càng lớn của lực. 


Vậy ta được: 


Bề mặt chất lỏng 


Vậy tổng lực tác động lên chiếc đĩa xác định bởi công thức: 
b 
F=w | xy dy 
qa 


VỚI: 
+ zx là chiều đài (theo m) của phần tử trong đĩa (xác định theo y). 
+ y là độ sâu (theo m) của phần tử trong đĩa. 
+ w là tỉ trọng chất lỏng (theo Nm' ). Đối với nước, tỉ trọng này là w = 9800 Nm  . 
+ a là độ sâu phần cao nhất của đĩa, đề cập trong câu hỏi (theo m). 


+ b là độ sâu phần thấp nhất của đĩa, đề cập trong câu hỏi (theo mì). 


Ví dụ 1: Tìm độ lớn của lực tác dụng vào một cạnh của thùng đựng hàng hình hộp có cạnh dài 
6 cm. Biêt răng thùng hàng này chứa đây thủy ngân và thủy ngân có trọng lượng riêng là 
133 kN/m. 
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Trả lời ví dụ 1 


Điều này tương tự như ta có chiếc đĩa hình vuông, cạnh dài 6 cm chứa đầy thủy ngân. 


Đây là ví dụ hết sức cơ bản khi độ rộng của chiếc đĩa không thay đổi khi ta nhúng đĩa xuống 
nước, nó luôn có giá trị là x = 6. 


Đông thời, độ sâu của cạnh trên cùng chiệc đĩa là 0, vậy a = 0. 


Để áp dụng công thức, ta có: 


+ = 0UĐ6öm 
y là biến tích phân. 
w = 133 kN/n = 133000 N/m 
=0 
b =0.06 
Vậy ta được: 


b 
Lực = w | xy dy 
qa 


0.06 


= 133 000 | 0.06y dy 
0 


0.06 


=7980 | ydy 
0 


z2 

y 
=7980|— 
so (2) 


=144N 


0.06 


0 


Ví dụ 2: Một chiêc đĩa hình tam giác vuông có đáy dài 2 ?n và cao 1n chìm thăng đứng vào 
nước, với đỉnh trên chìm cách mặt nước 3 ?m. Tìm độ lớn của lực tác động vào một cạnh của 
tam giác vuông. 
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Trả lời ví dụ 2 
Trước khi xác định độ lớn của lực, ta cần tìm x theo . 
Bây giờ, khi x = 0 thì y = 3 và khi x = 2 thì y = 4. 
Vậy ta được: 


y=rTnx+ec 


=._ 


Điều này đưa đến x = 2y — 6. 
Để áp dụng công thức, ta có: 


x=2y—6=2(y 3) 


y là biến tích phân. 
w =9800 N/mŠ 
a=3 
b=4 

Vậy ta được: 


b 
Lực = w | xy dy 
6 


4 


=9 800 [ 2y(y - 3) dy 
3 


4 
= 19 600 | y? — 3ydy 
3 


4 


3 
M. 3 
=19 Ki A2 
= 600 ( s37) 


3 


=35900N 
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BÀI 3.2.14 SỬ DỤNG TÍCH PHÂN TÍNH ĐỘ DÀI ĐƯỜNG CONG 


I. VÍ DỤ 1— TÁM SẮT LƯỢN SÓNG 


Mái nhà băng tâm sắt lượn sóng 


Tâm sắt lượn sóng được sử dụng rộng rãi trên toàn thê giới, là một vật liệu xây dựng đa năng. 
Tâm sắt có hình dạng lượn sóng đêu có độ mạnh cao hơn tâm sắt phăng. 


Một ví dụ khác, với miếng lót nhẹ, mỏng và yếu sẽ bền hơn khi có hình dáng nếp gấp gợn sóng, 
tạo thành các — tông sóng, sử dụng khi vận chuyên lương thực thực phâm. 


Để tạo tắm sắt lượn sóng, bạn cần phải uốn cong tấm sắt phẳng, rộng và mỏng thành hình có 
dạng sóng. Sau khi hoàn tât, hiên nhiên kích thước tâm sắt lượn sóng sẽ hẹp đi. 


Hình dạng sóng thường giống như đường cong hình sine. 


dấn: 


Tắm lót phăng được uốn thành hình lượn sóng, kích thước sẽ hẹp đi. 


Ta quan sát một tắm kim loại lượn sóng kích thước 4.2”, được sử dụng nhiều khi lợp mái nhà, 
các toa xe lửa, hay ứng dụng trong trang trí. 
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Tâm kim loại lượn sóng, có dạng sóng hình sine 


Tấm này có chiều rộng 106.7 em, chu kỳ (là khoảng cách đỉnh trên của sóng này đến đỉnh trên 
của sóng cạnh nó) dài 10.67 cm và có biên độ (độ cao từ điêm giữa của sóng đên đỉnh sóng) là 
1.35 cm. 


Vậy nếu ta “kéo thắng” tắm gợn sóng này trở về tắm phẳng, khi đó tắm phẳng sẽ có độ rộng là 
bao nhiêu? 


IH. VÍ DỤ 1—- CÁCH GIẢI QUYÉT 
Ta mô hình hóa dạng sóng bằng cách sử dụng đường cong: 
y = 1.35sin(0.589x) 


Công thức này có được do ta có biên độ là 1.35 và chu kỳ 10.67. Với biểu thức hàm sine, ta 
` 21 _ ^ _Ấ 
dùng TT Ôn 0.589 làm hệ sô cho z. 


Ta sẽ xác định độ rộng cân thiệt của I sóng, sau đó nhân với sô lượng sóng. 


1) Đáp án xấp xỉ 


Tiếp theo, ta sẽ xấp xỉ chiều dài đường cong, từ đó ta sẽ có ý tưởng tương đối chiều dài thực 
đường cong sẽ là bao nhiêu (sẽ rât tôt nêu như bạn có đáp án xâp xỉ trước, nó sẽ giúp bạn hiêu 
rõ hơn lý thuyêt được trình bày trong bài này). 


Ta đặt các điểm 0; 0 J1 065; 1557; BG.33; 0); C(7.99; —1.35) và D(10.65; 0), là những 
điêm mâu chôt của đường cong (đó là các điêm giữa, cực đại và cực tiêu), và ta hình thành các 
đoạn thăng như hình sau: 
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Sau đó ta dùng định lý Pythagoras đề tìm độ dài Ø4: 
OA= 2.65? + 1.552 = 297 
Độ dài của 4B; BC; ŒD đều bằng nhau, vậy ta có thể nói: 
0A+ AB + BC +CD =4: 2.97 = 11.88 
Vậy ta dự đoán chiều dài đường cong ØD tầm 12 cm. 
2) Đáp án chính xác 
Ta sẽ dùng vi tích phân đề tìm giá trị chính xác. Nhưng đầu tiên, ta cần biết ý tưởng làm. 


Ta phóng to khu vục gần trung tâm của đoạn ØA và ta thấy đường cong gần như là đường 
thăng. 


Tại đoạn này, đường cong EF gần sát với đoạn thăng EF. 


(18,117 _F 


0.57 


(138, 0.61) 


Bằng cách phóng to, ta được: 


b 
Độ dài đường cong EF = r ~ |+ 1°++D57?<1/15 
a 


Đương nhiên, độ dài thực của đường cong EF nhiều hơn giá trị 1.15 một ít. 
Hãy tông quát hóa ý tưởng này. 


3) Dạng tổng quát của độ dài đường cong 
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Nếu độ dài theo chiều ngang là đx (giá trị x thay đổi nhỏ) và độ cao theo chiều thăng đứng của 


tam giác là dy (giá trị y thay đối nhỏ), khi đó chiều dài của cung tròn đr được xác định xấp xỉ 
như sau: 


r  4(dx)? + (dy)? 


Bây giờ, nếu ta di chuyển điểm E rất gần với điểm F, giá trị xấp xỉ chiều dài đường cong sẽ tốt 
hơn trong miên địa phương đó. 


Ta cần cộng hết tất cả các giá trị vô cùng nhỏ này lại. Ta dùng tích phân vì nó đại diện cho phép 
cộng vô hạn những độ dài vô cùng nhỏ, nằm giữa x = a đến x = b: 


b 
Chiều dài = r = | v(dz)2 + (dy)? 
a 


Ta biểu diễn công thức trên về dạng quen thuộc như sau: 
Độ dài cung của đường cong y = ƒ() từ x = a đến x = b xác định bởi: 
b 
số „ si ko dy š 
Chiêu dài = r = 1+ C) dx 
dx 
a 
Đương nhiên, ta giả sử hàm số y = ƒ() liên tục trong miền từ x = a đến x = b (Nếu không, ta 
không thê sử dụng công thức này được). 
II. QUAY LẠI VÍ DỤ VÈ CHIÊU RỘNG TÁM SẮT 
Sử dụng công thức trên để tìm chiều rộng của tấm kim loại nêu trong ví dụ. 
Trả lời ví dụ 1 


Ta có thể sử dụng công thức trên để tìm độ rộng cần thiết của tắm sắt phẳng. Hãy nhớ răng ta 
đang tìm độ rộng cần thiết cho 1 cung sóng, sau đó ta nhân kết quả với số lượng cung sóng. 


Trong ví dụ trên, 


y = 1.35sin(0.589x) 
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Vậy, 


d 
— 0795 o¿(É0s8dx) 
dx 


Trong đoạn cần xét, cận dưới là x = 0 và cận trên là x = 10.67. Thay vào công thức tích phân, 
ta sẽ tính được độ dài của 1 cung sóng. 
10.67 


+= | 1 + (0.795 cos(0.589+x))2 dx = 12.196 
0 


Vậy ta được độ dài cua 1 cung sóng là 12.196 cm. 


Ậ Ẻ : Š „ 106.7 » R8 điÖ 2 :Ä Ạ Ẫ h 2 „Ä Š 
Tâm sắt gợn sóng này có ".. 10 cung sóng trải dài chiêu rộng. Vậy kích thước tâm sắt 


phăng ban đầu để tạo ra tắm sắt gợn sóng có độ rộng là 106.7 cm là: 
10*12.136 =1220éem, 
IV. VÍ DỤ 2— ỨNG DỤNG VÀO ĐĨA PARABOLA 


Ta mô hình hóa mặt cắt ngang của đĩa parabola bằng đồ thị y = 0.04xZ (theo đơn vị metre), từ 
x = —5n đên x = 5n. Ta cân thiệt kê một băng thép đê bao quanh rìa ngoài chiệc đĩa. Ta nên 
thiệt kê băng thép này có độ dài là bao nhiêu? 


A B 


Ta cần tính độ dài đường cong 4B. 
Trả lời ví dụ 2 
1) Ước tính 


Hãy nhìn vào đồ thị (đã được canh chỉnh tỉ lệ trên trục x và trục y), ta có thể thấy đáp án cuối 
cùng sẽ lớn hơn 10 mm, một giá trị nào đó giữa 10 m và 11m. 


2) Chính xác 


Bây giờ ta sẽ tính chính xác chiều dài: 


b 
`" dy 
Chiều đài = r = | 1+) dx 
a 


Ở ví dụ này, 
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y = 0.004+x7 
Vậy, 
dy 
—=0.08 
dx , 
Cận dưới là x = —5 và cận trên là x = 5. Thay vào công thức, ta được: 


8 
+= | 1 + (0.08x)2 dx = 10.261 


Lưu ý: Tôi đã dùng một số phần mềm tính toán để tính tích phân, điển hình là tích phân ở „7 
Nhiều bài toán tính độ dài đường ÿ0HE xuất hiện những tích phân không thê tính “thủ công” 
(tích phân trên có thể giải “thủ công”, nhưng không dễ thấy ngay cách giải). Thường cách đơn 
giản nhất để tính tích phân đó là sử dụng các phương pháp tính toán số, hoặc là sử dụng phầm 
mêm máy tính như Matlab, Wolfram|Alpha. 


Vậy băng thép có độ dài 10.26 m. Đáp án này phù hợp với dự đoán ban đầu. 
V. VÍ DỤ 3- DẦY CÁP CÂU CÓNG VÀNG 


Nhịp trung tâm của cầu Cổng Vàng tại San Francisco, Mỹ dài 1 280 mm. 


Nhịp trung tâm của cầu Cổng Vàng 


Chiều cao của tòa tháp là 152 zn tính từ mặt đường, hỏi cáp treo chính giữa 2 tòa tháp có chiều 
đài là bao nhiêu? 
Trả lời ví dụ 3 
Đầu tiên ta cần mô hình đường cong, tức tìm phương trình đường cong giống với cáp treo. 
Một cáp treo tự do có dạng sợi dây chuyên. Dạng tổng quát của dây chuyền này đó là tổng của 
2 hàm sô mũ: 
a(e“* + e~“*) 


di 2 


Dây cáp cầu Cổng Vàng tựa hình dây chuyền và tựa hình parabola, nhưng không hoàn toàn 
giông 1 trong 2 hình trên (do ảnh hưởng của khôi lượng dây cáp, móc treo cáp và mặt đường). 
Đê thuận tiện, ta giả sử dây cáp có hình dạng xích. 
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Ta đặt gốc tọa độ ngay điểm thấp nhất của dây cáp. 


Đường cong yêu cầu (sau khi ước lượng và kiểm tra) đi qua các điểm (—640; 152); (0; 0) và 
(640; 152) có phương trình là: 


@#/1326 + ạ—#/1326 ) 
=...._ _  .ÔÔÒÔÒÔỒ 1 


=128 
Mu 0| 2 


Đây là đồ thị của câu hỏi trên. Ta có thê thấy nó di qua những điểm đã cho trước. 


^ B40, 152) 200 E(640, 152) 


Đạo hàm hàm sô trên, ta được: 


dy 640 e⁄/1 326 + e_*/1 326 
PA mm 


Sử dụng công thức tính chiều dài đường cong, bắt đầu từ điểm x = —640 và kết thúc tại điểm 
x = 640, ta được: 


640 


663 2 


640 e%/1326 + @-x/1326 2 
“——— dx = 1 326.956 


—640 
Vậy chiều dài của sợi cáp chính ở nhịp trung tâm là 1 327 m. 
Nếu tính luôn cả dây cáp ở ngoài nhịp trung tâm thì tổng chiều dài của mỗi dây cáp là 2 332 n. 


Chuyện bên lề: Đường kính của mỗi nhịp cáp chính ở cầu Cổng Vàng gần 1 m (chính xác là 
0.917mm) và tông chiêu dài của dây thép mạ kẽm sử dụng cho cả 2 dây cáp chính là 
129 000 km. 

Ghi chú: 

”: inches, đơn vị đo đường chéo của tắm kim loại trong bài, có giá trị xấp xỉ 10.668 cm. 

Tham khảo thêm cách hình thành công thức tại “Chương II: Dao dộng cơ”, Vái lý 12 nâng cao, 
Nhà xuât bản Giáo dục Việt Nam, tháng 02 năm 2012. Bạn đọc có thê tương tác tại trang 


hfIp:/www.intmath.com/†rigonometric-graphs⁄2-graphs-sine-cosine-period.php đề hiệu rõ hơn 
vê khái niệm biên độ, chu kỳ, tân sô của dao động hình sine. 
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BÀI 3.2.15 ĐỘ DÀI ĐƯỜNG CONG: PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ, TỌA ĐỘ 
CỰC 


I. TÍNH ĐỘ DÀI ĐƯỜNG CONG KHI BIÊT PHƯƠNG TRÌNH THAM SÓ 
Ta sẽ nhìn vào ví dụ sau, từ đó sẽ phát triển lên ý tưởng tổng quát: 
Ví dụ 1: Đường đua: 


Trong bài “Chuyển động cong” có nêu ví dụ một chiếc xe đua di chuyển trên đường cong có 
phương trình tham sô là: 


x{Œ) = 20 +0.2tŸ 
y{£) = 20t — 2t? 


Với x và y theo đơn vị ?n và £ tính theo giây. 

Hỏi trong 8 s đầu tiên, xe đi chuyển được bao xa? 
Cách giải: 

Đồ thị cho trường hợp này được cho ở bên dưới. 


Cách vẽ đồ thị phụ thuộc vào cách ta đặt điểm x và y trong khoảng thời gian giữa t = 0 và £ = 
8. 


Ví dụ, với £ = 0 thì x(0) = 20 và y(0) = 0, vậy chiếc xe xuất phát tại điểm (20; 0). 
Tại t = 3, x(3) = 25.4 và y(3) = 42, vậy chiếc xe ở vị trí (25.4; 42). 
Cuối cùng, tại £ = 8, chiếc xe ở x(8) = 122.4 và y(8) = 32, tức vị trí (122.4; 32). 


Ước lượng: 
Dựa vào đồ thị, ta có thể dự đoán đáp án vào khoảng 150 ?m. 


Ta mở rộng vấn đề đã bàn trong bài “Sứ dụng (ích phân tính độ dài đường cong” cho trường 
hợp tham sô. 
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Ta bắt đầu với biểu thức đã gặp ở bài trên: 


Đệ 


œ› 
e. 
= 
lÍ 
¬ 
lÍ 
h——,.. 
Lư) 
. 
bạ) 
`—_ 
S 
— 
Vợ) 
= 
= 
`—_ 
S 


Lấy vi phân theo £, bình phương lên, ta được kết quả: 


6) -Ú) +) 


Lây căn dương môi vê, ta được: 


dể — BÍ 1 Bi 
dt 2| \dt dt 


Sau đó, lẫy tích phân theo £ từ £ = t;¡ đến £ = t; cho ta công thức tính độ đài đường cong theo 


phương trình tham số: 
tạ 
nạ dài =r= Í (5) +( 2) at 
V205 250 Sáo dt dt 
tị 


Trở lại ví dụ I: 
Tìm độ dài xe đã đi theo yêu cầu, sử dụng công thức trên. 
Trả lời ví dụ 1 
Bây giờ ta sẽ sử dụng công thức để tính quãng đường xe đã đi được. 
Trong trường hợp này, ta có: 
#xứ)= 20+ 05¡:3 


ca ¬ 020) 
toc ” 


Ngoài ra, 
YỆP) = 20t = 5E” 
dy 


=—>-——-=20-Á4t 
dt 


Cận trên và cận dưới trong ví dụ này là £ = 0 đến t = 8. 


Thay vào công thức quãng đường, ta được: 


8 
Độ dài =r | (0.6t2)^ + (20 — 4t)2 dt = 144.7 
0 
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Vậy trong 8 giây đầu tiên, xe đua đi được 144.7 m. Đáp án này phù hợp với dự đoán của ta ban 
đâu. 
H. ĐỘ DÀI ĐƯỜNG CONG TRONG TỌA ĐỘ CỰC 
Một lần nữa, ta sẽ bắt đầu từ một ví dụ để lấy ý tưởng. 
Ví dụ 2: Đường xoắn ốc vàng: 


Đường xoắn ốc vàng có tính chất rằng với mỗi lần quay một góc phần tư (90° hay : radian). 
Khoảng cách tính từ tâm đường xoắn ốc tăng dẫn theo tỉ lệ vàng ® = 1.618. 


Công thức cho đường xoắn ốc vàng như sau: 
?(}= 1/019032600206555) 
Cách giải: 


Tìm độ dài đường xoăn ôc vàng, tính từ tâm cho đên điêm mà đường xoăn ôc đã xoay được 2 
VÒNG. 


Dưới đây là hình đường xoắn ốc và độ dài đường cong cần tìm. Hình này được vẽ bằng cách 
thay các sô đo góc từ Ø = 0 đên Ø = 47 (2 vòng xoay). 


Việc ước lượng giá trị lúc này khá khó. Nhưng ta có thể xấp xỉ bằng hình tròn, bán kính 40 và 
ta sẽ được kêt quả chu vi: 


C = 2mr = 2r(40) = 80r + 251 


HI. DẠNG TỎNG QUÁT CHO CÔNG THỨC TÍNH ĐỘ DÀI ĐƯỜNG CONG TRONG 
TỌA ĐỘ CỰC 


Tổng quát, độ dài cung tròn của đường cong ?(Ø) trong tọa độ cực xác định bởi công thức: 


Với Ø xoay từ Ø = a đến 9 = b. 
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Trở lại ví dụ 2: 
Sử dụng công thức trên để tính độ dài đường xoắn ốc vàng, xoay 2 vòng. 


Trả lời ví dụ 2 


Ta có: 

?s= 1618103329506 556 
Vậy: 

? “2018032951570 
Và: 

= = 0.495 68e9306 350 
Ta cần: 


2 


dr 
— 0.612 78 
G) 0.245 697e 


Thay vào công thức, ta tính được độ dài yêu cầu: 


4T7r 
j_.= | V4 2.618 03e9.612 79 + 0.245 7e0.61279 j0 = 254 
0 


Đáp án này rất gần với kết quả ta dự đoán. 


Lưu ý: Đáp án 254 được tính thông qua các chương trình tính toán như Matlab, Sclentific 
Notebook hay Wolfram|Alpha (chương trình này cho ra kêt quả là 254.2). 


Nếu bạn muốn tính tích phân này bằng “thủ công”, bạn có thể dùng cách tính toán số bằng quy 
tắc Simpson hay tông Riemamn. 


Ví dụ 3: Đường xoắn ốc Archimedes. 


Ta có thê thấy đường xoắn ốc Archimedes trong lò xo cơ học của đồng hồ. 


Đông hô cơ học 
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Tìm độ dài của lò xo trong đồng hồ phẳng, biết hình dạng đường xoắn ốc của lò xo là 7.5 vòng, 
bán kính trong là 5 mm và bán kính ngoài là 15.5 mm. 


Trả lời ví dụ 3 


Đây là đồ thị của đề bài: 


Đường xoăn ốc Archimedes, 
bán kính trong 5, bán kính ngoài 15.5, 
khoảng cách giữa mỗi nhánh là 1.4 đơn vị 


Đường xoắn ốc Archimedes có công thức tổng quát trong tọa độ cực là: 
r=a+b0 


với 7 là khoảng cách từ tâm, øa là điêm bắt đâu của đường xoăn ôc và b có ảnh hưởng đên 
khoảng cách giữa môi nhánh (khoảng cách là 27rb). 


Trong trường hợp này, a = 5 (vì đây là điểm bắt đầu của đường xoắn ốc). 
Khoảng cách giữa mỗi nhánh là: 


15.5—5_ 105 


7.5 Sàn 


và ta xác định b bằng cách: 
1.4 
b= T= 0.222 82 
Vậy công thức của chúng ta là: 


r=5+10.222820 
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Góc quay ban đầu của Ø là ø = 0 và sau khi quay 7.5 vòng, điểm kết thúc là b = 7.5 - 2 = 
157 = 47.123 89. 


Đạo hàm: 


ẤP _ 022282 
dgồ ` 


Thay vào công thức của chúng ta, ta được: 
157r 


L= | (5 + 0.222 828)ˆ2 + (0.222 82)2 d6 = 483.1 
0 


Vậy lò xo đồng hồ dài 483.1 mm. 


Khoa: TOZÁN HỌC" 243 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


PHÂN 3.3 CÁC CÔNG THỨC TÍNH TÍCH PHÂN 
BÀI 3.3.1 MỞ ĐẦU 
Trong phần này, ta sẽ trải nghiệm một vài kỹ thuật thú vị để tính tích phân phức tạp, từ đó, bạn 


có thê giải quyết nhiều bài toán cần ứng dụng của vi tích phân. 


Một số kỹ thuật có thể bạn sẽ thấy “kinh hãi” khi mới nhìn, nhưng thực ra nó chỉ ngược với các 
công thức tính đạo hàm cơ bản và công thức tính đạo hàm hàm siêu viỆt. 


Ngoài ra, các công thức có trong chương này dựa vào công thức lũy thừa tổng quát trong tích 
phân mà ta đã gặp từ trước. 


Trong phần này: 
+ Bài 3.3.1 Mở đầu. 
+ Bài 3.3.2 Công thức tính tích phân hàm lũy thừa tổng quát. 
+ Bài 3.3.3. Công thức tính tích phân hàm logarithm cơ bản. 
+ Bài 3.3.4 Công thức tính tích phân hàm mũ. 
+ Bài 3.3.5 Công thức tính tích phân hàm lượng giác cơ bản. 
+ Bài 3.3.6 Một số công thức khác tính tích phân hàm lượng giác. 
+ Bài 3.3.7 Công thức tính tích phân hàm lượng giác ngược. 
+ Bài 3.3.8 Tích phân từng phần. 
+ Bài 3.3.9 Tính tích phân bằng cách đặt ân lượng giác. 
+ Bài 3.3.10 Tính tích phân bằng cách dùng bảng. 
+ Bài 3.3.11 Bảng một số tích phân thường gặp. 
+ Bài 3.3.12 Tính tích phần bằng công thức hồi quy. 
+ Bài 3.3.13 Tính tích phân bằng phân số riêng phần. 
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BÀI 3.3.2 CÔNG THỨC TÍNH TÍCH PHÂN HÀM LŨY THỪA TỎNG QUÁT 


Trong bài này, ta áp dụng công thức sau cho hàm lượng giác, hàm logarithms và hàm mũ: 


u 
| +heu= 


7m+1 


1 
nho (m#1) 


Ví dụ 1: Tính tích phân: 
| sin1⁄3(z) cos(z) dx 
Trả lời ví dụ 1 


| sin1⁄3(z) cos(z) dx 


1 ` 
Ta sẽ chọn 1 = sin(+) ;  = sin3(x) hoặc  = cos(+). Tuy nhiên, chỉ có cách đặt đâu tiên là 
phù hợp với công thức của ta. 


Vậy ta đặt: 
tư = sin(À 
Tính vi phân: 
du Scos(3) dx 


Thay vào tích phân, ta được: 
| sin1⁄3(x) cos(z) dx = lo du 


32⁄3 
= K 
1 + 


= sin4⁄2(z) 
s 4 


+ 
Ta có được dòng cuối cùng bằng cách biểu diễn lại đáp án theo z. 
Ví dụ 2: Tính tích phân: 
| sin"1(4x) 
———dx 
V1— 16x? 
Trả lời ví dụ 2 
| sin"1(4x) 
“— 
V1— 16x? 
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Ta có nhiều cách đặt trong trường hợp này, ví dụ như sin 1(4x), hay 1_— 16x2, hay 
lì 16x2. Chỉ một trong số này sẽ cho ra đu mà ta có thể dùng để tính tích phân., đó là cái 
đâu tiên. 
Đặt u = sin” 1(4z). 


Khi đó, dựa vào công thức đạo hàm hàm lượng giác ngược, ta được: 


4 
du = Rrxưzc dx 
Ta chia hai về cho 4 để ta thay vào tích phân ban đầu. 
“du = =5. dx 
k V1 — 16x? 


Khi đó, tích phân ban đầu viết thành: 


sin 1(4x) : Í › 
====(À = - 1i đLL 
V1 — 16x2 Ẫ 


Biểu thức bên về phải là một tích phân đơn giản: 


;[9x=2(2]+R 
4J ”#”“à: 


Đề kết thúc bài toán, ta thay sin” 1(4#) và u: 


sin 1(4x) (sin”1(4x))2 
——  —vjX —————— + K 
V1 — 16x? Ổ 


Ví dụ 3: Tính tích phân: 


| (3+In(2z))Š 
—————dx 
bà 


Trả lời ví dụ 3 


| (3+In(2x))Š 
——————dx 
bà 


u= 3+ 2ln(2x) 
Ta có thê mở rộng phần log bên về phải như sau: 
3 +In(2x) = 3 +In(2) + In(+) 


Hai phần tử đầu tiên ở về phải là hằng số (mà đạo hàm bằng 0) và đạo hàm logarithm tự nhiên 


5 ki 
của x là -. 
P d 
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Khi đó du = ~dz. 


% 


3 
Í*S”=[tew 
x 


=5 sứ 
.x. 


__ 3+ In(2x))“ 


K 
1 + 


Ví dụ 4: Tính tích phân. 
J? SG TẾ “Đã 
Trả lời ví dụ 4 


J? 1-e *e *dx 


u=1—e* 


Đạo hàm của 0 là: 


du 
———= —(—-e *X}=c * 
- 0—(_-e*)=e 


Vậy vi phân đu là: 
du = e"*dx 


Thay vào tích phân và tính, ta được: 


J? 1+ Te”* dụ =2 | Ýădu 
=2z| 24x 
2 
=2(Š}w?⁄?+K 


4 
= sa —e *33⁄2+K 


dy _ (In(œ))ˆ 


EP và đường cong đi qua điêm 


Ví dụ 5: Xác định phương trình đường cong, biết 
1:5). 


Trả lời ví dụ 5 
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P2 
"N=Ă<. 
Đặt u = In(+). 


Khi đó du = ~dz. 


x 


Pà 
.- — _ 


x 


=|t¿#u 


u3 
Bế Tế U 
3 
z (In(2)) _ 


K 
E) 


Với x = 1 thì y = 2 nên: 


„_ In) „ 


3 
=— kKe=¿ 


K 


Vậy phương trình đường cong là: 


R . HZ 


-1 1 2 3 4 5 6 7 8 910 


Đồ thị phương trình đường cong ở ví dụ 5, đi 
qua điêm (1; 2) 


BÀI TẬP: Tính các tích phân sau: 


Bài tập 1: 
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(cøs”*(2x))ˆ : 

————— dx 
V1—4x? 

Trả lời bài tập l 


(cus”?(2x)})" _ 


V1—4x2 
Đặt: 
tt =cos 12x 
>d BE d 
U=====it 
V1—4x? 
Vậy: 
Cös””(2x)]TƑ 1 
s.s ==; | t*áu 
vV1—4x? 
xÙ )) NÀNG 
› 5 
<{coS”1!2x)° 
10 
Bài tập 2: 
ÂwW —2In+z) 
— 2Ìnx 
— 
X 
1 
Trả lời bài tập 2 
( (1— 2ln#) 
=2ln# 
— 
bà 
1 
Đặt: 


1u >1—2Ìnx 


> du =——dx 
x 


'(L—2lnz) 7 

| “= —= | 1u dụ 
# P¿ 

1 
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— — 


1 


S.“ 
=——— b& nề, )- == 


Vùng sậm màu minh họa cho tích phân ở bài 
tập 2 


Bài tập 3: 
1 
ll +e *)4(e*T—e"*)dx 
Trả lời bài tập 3 
1 
ll +e *)4(e*—e *)dx 
Đặt 
tt ec” +” 
= ẩu = (E“ =e””)dk 
Khi đó: 


1 1 
Jt +e *)2(e*—e"*)dx = + du 
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4u5/4 
= +K 
5 


_ 4(e*+e *)5/4 
T†am. 


+ 


Bài tập 4: 


Tr/2 
sin 9 d0 


: vV1+cos0 


T/ 
Trả lời bài tập 4 


Tr/2 
sin Ø8 đ9 


H vV1+cos0 


Đặt u = 1 + cos Ø, khi đó du = — sin 8 đ0 
Vậy: 


Tr/2 9=7r/2 
sin 0 đ0 du 


Vi+cos8 NT 
1r/3 3 
9=Tr/2 
= ị H1” đu 


9=Tr/3 


0=r/2 
= la 


9=Tr/ 


—2(V1 + cos 5) | 
“ng ng 


= 0.449489 
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Vùng sậm màu minh họa cho tích phân ở bài 
tập 4 


Bài tập 5: Tìm phương trình đường cong, biết = = (1 + tan(2z)) sec?(2x) và đường cong 
đi qua điểm (2; 1). 


Trả lời bài tập 5 
sử 2 2 
—— = (1 + tan(2z))“ sec^(2x) 
dx 
Ta cần tìm: 
“ ịỊa + tan(2z))2 secZ(2x) dx 


Đặt  = 1 + tan 2z, khi đó du = 2 sec? 2x dx 


hiển ịỊa + tan(2x))2 sec?(2z) dx 


lÍ 
=s | 2u 


3 


=—+K 
6 


(1+ tan2x)Š 
===. 


Đường cong đi qua điểm (2; 1), tức khi x = 2 thì y = 1. Ta thay thế giá trị này vào kết quả: 


¡_ 0+ tan2)Ÿ 


+K 
6 
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(1+ tan4)Š 
HN THENG- 


1=1.674539+K 
Điều này dẫn đến K ~ —0.675. 
Vậy cuối cùng ta đã có hàm số y theo yêu cầu: 


_ (1+tan 2x)" 


—0.675 
6 


Đồ thị hàm số: 


(1 + tan2z)Š 
=————-(.675 


đi qua điểm (2; 1) 


Bài tập 6: Một tàu không gian được phóng thăng đứng từ mặt đất, có vận tốc 0 (theo km/s) 
thỏa: 
8 
ø = [InŒ + 1)] PS] 
với £ là thời gian tính theo giây. Tìm độ cao của tàu sau 10 giây. 


Đồ thị của hàm 0œ được cho dưới đây. 
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Vùng làm mờ là độ cao ta cần tìm trong bài tập 
6 


Trả lời bài tập 6 


s= | uát 


(trong bài này ta có thể dùng s hoặc h làm ký hiệu đại diện cho chiều cao.) 


Ta có: 


Ta cân tìm: 


2 


£ 
2/z+3 

s[m Œ?+1)]xz—#t 
 = Ìn(£3 + 1) 


3t? 


> du =——— 
° t3+1 


dt 


Trong dấu tích phân, ta cần: 
u? = In2(£3 + 1) 


Vậy: 
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_ _a +1) `. 
Vì độ cao bằng 0 khi £ = 0, ta thay thế giá trị này vào và thu được K = 0. 
_ In$ŒŠ + 1) 
Ũ 
Tại £ = 10, độ cao của tàu không gian là: 
_ In3((10) + 1) 


9 = 36.6 km 
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BÀI 3.3.3 CÔNG THỨC TÍNH TÍCH PHÂN HÀM LOGARITHM CƠ BẢN 


Công thức hàm lũy thừa tổng quát mà ta thấy ở bài trên thỏa mãn với các giá trị n khác —1. 


Nếu n = —1, ta cần làm ngược phần đạo hàm hàm số logarithm để giải quyết tình huống này. 
T 
J„œ = In(|u|) + K 


Dấu trị tuyệt đối của + rất quan trọng vì chưa có định nghĩa về logarithm của số âm. 
Ta có thê viết lại công thức thành: 
ƒ@) Ề 
ƒŒ) 


Nói bằng lời, điều này có nghĩa rằng trong phân số, tử số chính là kết quả đạo hàm của mẫu số 
thì tích phân phân sô đó chính là logarithm tự nhiên của hàm sô. 


= Indƒf()|) +K 


Ví dụ 1: Tính tích phân: 


Í 2x : 
x#+1 Š 
Trả lời ví dụ 1 
| 2x3 ì 
x#+1 „ 
Đặt  = x + 1, khi đó du = 4x dx. 
[zei+= zla Bê 
1 
=sIndul) +K 


1 
= zInqx° +1|)+K 


Trong bài này, ta không nhất thiết phải đặt dấu trị tuyệt đối vì x + 1 > 0 với mọi giá trị x 
thực. 


Ví dụ 2: Tính tích phân: 


Tr/4 

| sec7(x) 
——dx 
4 + tan(z) 


Trả lời ví dụ 2 
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Tr/4 
| sec7(x) 
4 + tan(z) ' 


Đặt u = 4 + tan x, khi đó du = sec2x đz. 


„ 
4 
sec?(x) h 
LẾU VU ca ch AD h 
linc dx = In(|4 + tan(œ)l)l 
0 
=mÑ) 
=n 4 
= 0.223 
r2 
Đây là đường cong y = 


Vùng sậm màu là phân diện tích ta vừa tìm 


Ví dụ 3: Tính tích phân. 


= d 
Í sum " 


Trả lời ví dụ 3 


=.y d 
Í suø “ 


Đặt  = In(+), khi đó du = _đx: 
xIn(z) — u „ 
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= In(|u|) +K 


= ln(JIn(z)|) +K 
Ví dụ 4: Phương trình: 


[ba 
ly.” 


biểu diễn một lực tỉ lệ với vận tốc của một vật thể đang dì chuyền xuống trên một mặt phẳng 
nghiêng. Tìm vận tốc ø là hàm số theo thời gian £, nếu như vật bắt đầu di chuyên từ trạng thái 
nghỉ. 


Trả lời ví dụ 4 


— 
"“Jmn-=:T” 


Đặt u = 20 — %, khi đó dụ = — đu. 


Vậy: 


Lm 
lÍ 
— 
lo) 
© 
| 

> 

^. 

s 


1 
-J eu 
u 


—In(|u|) + K 


—ln(|20 —- 0|) + K 
Với £ = 0 thì  = 0. 
Vậy 0 = —ln(20) + K = K = In(20). 
Từ đó ta được: 
t = ln(20) — In(20 — 0) 


Áp dụng công thức logarithm, ta được: 


=1 ( 20 ) 
2Ú =1 
Lấy e hai về, ta được: 
20 
t 
g5 T=y 
Nghịch đảo phân số, ta được: 
sẺŸ 2U =P 
20 
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© 20e"t =20—1 
© 0 = 20 — 20eTf 
© w= 20(1—eF!) 


Đây là đỗ thị vận tốc của vật thê theo thời gian 
Ẹ 


BÀI TẬP: Tính tích phân các hàm số sau: 


Bài tập 1: 


1 
—————-đ 
| x+ 2n 
Trả lời bài tập Ï 


1 
lza + 2In(z)) “ 


Đặt: 
ủú=1+2Ìnx 
F¿ 
> du =-dx 
# 
Khi đó: 
Íxrrme#=zJ s4 
HT lau b 
= shn|1+2Inz| + K 
Bài tập 2: 
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2 
lễ 
x3+3x & 
1 
Trả lời bài tập 2 
2 
lễ : 
x3+3x _ 
1 
Đặt u = xỶ + 3x, khi đó du = (3x2 + 3) = 3(x2 + 1) 
2 X=2 
lễ =: du 
x3+3x JÖ- u 
1 x=1 
1 4 
= s(nlu|)|#=i 


1 
= s (n|x +3xl|)lƒ 


= : (In(14) — In()) 


= 0.418 


x2+1. 
x3+3x` 


Đây là đồ thị hàm số y = 


Vùng làm mờ là tích phần ta vừa tìm 


Bài tập 3: Công suất điện p tạo ra từ một điện trở nào đó xác định bởi: 


m sin(rt) 
. + + cos(7rt) 
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với £ là thời gian. Biểu diễn p là một hàm số theo £. 
Trả lời bài tập 3 
| sin(Œrt) 
E28 li nữ 
2 + cos(7rt) 
Đặt u = 2 + cos 7rt, khi đó du = —7r sỉn 7rt. 


Vậy: 


sin(rt) 
“âu + + cos(7rt) 


1 —Tr SÌn TrÝ 
mm 


2 + cos(rt) : 
3 
=— ~un(2 + cos Z£)) + K 


Dưới đây là đồ thị hàm kết quả: 


Đồ thị hàm số công suất điện p theo thời gian £ 
(với K = 2) 
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BÀI 3.3.4 CÔNG THỨC TÍNH TÍCH PHÂN HÀM MŨ 
Bằng cách làm ngược quy trình khi đạo hàm hàm số mũ, ta sẽ được công thức rất quan trọng: 
| e* du = e”“+ K 


Công thức này rất thú vị vì kết quả tích phân giống với biểu thức lấy tích phân, đó là e1. 


Ví dụ 1: Tính tích phân. 
J3e° dx 
Trả lời ví dụ 1 
J3° dx 


Đặt u = 4x, khi đó du = 4dx. Tích phân của ta trở thành: 


d 
J3e° dx =|3e@9= 


E3 
=š | ehdu 


Ví dụ 2: Tính tích phân. 
Jz*+° dx 
Trả lời ví dụ 2 
Jz*+° dx 
Đặt u = x!, khi đó du = 4x3 dx. Tích phân của ta thành: 
Jz*+° (= Ị= du 
=e”+K 


=e*+K 


Ví dụ 3: Tính tích phân: 
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NẺ 


| sec2(z) etanŒ) qx 
0 


Đây là đường cong y = sec?(x) etanG); 


Vùng làm mờ là phần diện tích ta cần tìm 


Trả lời ví dụ 3 
kÌ 


\ sec2(z) etanŒ) qx 
0 


Đặt u = tan(z), khi đó du = sec^(z) dx. Nên ta được: 
1 


| se) @ HS) vJip + ctanG) |) 


0 
= 3.747 
Đương nhiên, x tính theo radian. Kỹ thuật tính tích phân này không sử dụng được theo độ. 
Ví dụ 4: Trong lý thuyết laser, ta thấy rằng. 
lọ 


E=a| e-"táy 
0 


với đ; lọ và T là hăng sô. Tìm E. 


Trả lời ví dụ 4 
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aạ = 
=“..~. 
qa 
= = li 
qa 
= ra CC Ẹ TÚ) 


I. BÀI TẠP: Tính các tích phân: 


Bài I: 


J>xe= dx 


Trả lời bài Ï 


Jjà dx 
Đặt u = —x”, khi đó du = —2x dx. 


1 
Jxe# ủy = =s] chau 


Bài 2: 


Secx eSm* 


Trả lời bài 2 
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1 z .‹ +1 *Ä , K - vàn A« Tà 
Mi Soex  COS *, tâ CÓ thê việt lại biêu thức trong dâu tích phân là: 


4cosx 
eSinx dx 
Đặt u = sin x, khi đó du = cos x dx 
4coSx du 
eSinx NI "2t 
= +Í '- NA 927) 
= -4e""+K 
=T—-4e~Sn#Z + K 


Bài tập 3: 
1 
dx 
e2-3* 
= 
Trả lời bài tập 3 
Vì —(2 — 3x) = 3x — 2. ta có thê chuyên biểu thức ở mẫu lên trên và viết lại biểu thức trong 
dâu tích phân là: 
1 1 
| e~(@~3*) dx= | e3x~2 dx 
=ỉ =Í 
Đặt u = 3x — 2, khi đó du = 3 dx 
Vậy: 
1 
3x=^2 1 3xZ=2YŸI1 
e3X"^ dx = 3 Í 22M2) ĐÁ 


—1 
ì 
= —uøÏ:a. =5 
3e P) 
= 0.9038 


3t) 00 ` ` TÐUN Ậ 1 - 
Dưới đây là đô thị hàm sô y = ——zy: 


x" 
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Vùng làm mờ là tích phân ta vừa tìm 


Bài tập 4: Tìm phương trình đường cong, biết = = Ve**3 và đường cong đi qua điểm (1; 0). 
Trả lời bài tập 4 


Ta cân tìm: 


v* | ve? dw 
và thay các giá trị điều kiện để tìm phương trình đường cong. 


Đặt  = x + 3, khi đó du = dx. Biểu diễn tích phân: 
)c | e*†3 dx 


= | vetau 


= J*“ du 


=2e"/2+K 
= 2et†3)/2 + K 

Bây giờ, đường cong đi qua điểm (1; 0), điều này có nghĩa khi x = 1 thì y = 0. Vậy: 
0=2e?+K 

cho ta K = —2e€”. 


Vậy phương trình đường cong là: 
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(x+3) 
y=2e 2 — 2c? 


(x+3) 
=2(s 2 _e?) 


Đồ thị đường cong ta vừa tìm, cho thấy đường 
cong này đi qua điêm (1; 0) 


IH. ỨNG DỤNG: Thể tích khối tròn xoay 


Hình phắng bao bởi đường cong y = e*, trục x và hai cận x = 0 và x = 3 xoay quanh trục z. 
Tìm thê tích khôi tròn xoay tạo thành. 


Trả lời 


20 


Khi miền phẳng được làm nổi màu xoay quanh trục x hết 3609, ta được: 
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Áp dụng công thức tính thể tích khối tròn xoay, ta được: 
b 
=x | y? dz 
a 
3 
=ữ J|e* dx 
0 
3 
¬ xÍ e?J dx 
0 
c?* 
NƠI 


e5—1 
5— | ~ đơn vị 


= 632.1 đơn vị” 


3 
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BÀI 3.3.5 CÔNG THỨC TÍNH TÍCH PHÂN HÀM LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN 


Ta có được một số công thức tính tích phân hàm lượng giác bằng cách làm ngược lại công thức 
vi phân hàm lượng giác. 


| sn0)0ñhe = œasbi) c0 
| susfN) Xe Sinfti)4c# 
| se¿Z(0i)yh=aiif0 set 
| ti (iiển 2= dat E 


Ta sẽ áp dụng các công thức trên để tính một số tích phân sau. 
Lưu ý: Mọi số đo góc đều tính theo radian. Công thức này không dùng trong độ. 
Ví dụ 1: Tính tích phân: 


| e* csc(e*) dx 
Trả lời ví dụ 1 
| Ất csc”(GÂ) dx 
Địt =e”,khiđó du = e”d#, 


| @” csc”(e*Jdx 


= | 209 du 


= — cot(u) + K 
= —cot(e*) + K 


Ví dụ 2: Tính tích phân: 


Trả lời ví dụ 2 


lên ĐI 


x2 
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Đặt  = = khi đó du = —-~d+. 


x2 


=— | sin(u) du 


cos(u) + K 


1 
COS E) +K 
bà 


I. TÍCH PHÂN CỦA sec(), csc(x) 


Ta có thê thu được kết quả tính tích phân, đơn giản bằng cách làm ngượi quy trình vi phân. 
| seee9 tan(u) du = sec(wu) + K 
| csc(u) cot(u) du = csc(u) + K 
Ví dụ 3: Tính tích phân: 
J csc(2z) cot(2x) dx 
Trả lời ví dụ 3 
| csc(2x) cot(2x) dx 
Đặt u = 2x, khi đó du = 2 dx. 


| Œsc[2+)cot(2x) dx 
= | csc(u) cot(U) 


= : | csc(w) cot() du 


= sŒ csc(u)) + K 


1 
=— 2 cscCä*) +K 


II. TÍCH PHÂN CỦA tan(+) ; cot(+) 


Bây giờ, nếu ta muốn tìm ƒ tan(z) đx, ta lưu ý rằng: 
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| enG) x= | TÓC) dx 


cos(z) 


Đặt  = cos(x), khi đó du = — sin(x) dx. Tích phân của chúng ta thành: 


| tan(z) dx 


— | sin(z) đy 


cos(z) 


du 
u 


= —In(|u|) + K 
= — ln(|cos(x)|) + K 


Tương tự, ta có thể chứng minh công thức: 
| cot(z) đdx = In(|sin(z)|) + K 
HI. BẰNG CÔNG THỨC TÍCH PHÂN HÀM LƯỢNG GIÁC 
| enG du = — ln(|cos(u)|) + K 
| cot() du = In(|sin(u)|) + K 
| sec() du = In(|sec(u) + tan(u)|) + K 
| csc() du = In(|csc(u) — cot(u)|) + K 
Ví dụ 4: Tính tích phân: 
| xZ cot(x) dx 
Trả lời ví dụ 4 
| xZ cot(x) dx 
Đặt u = xỶ, khi đó du = 3x dx. 


| #° cotx”) dx 


= | cot(0) 
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= :J cot(u) du 
1 
= sIndsin@)|) +K 


= sIn(lsin(x3)|) +K 


Ví dụ 5: Tính tích phân: 
1 
W 
6 | tan @ dx 
0 
Trả lời ví dụ 5 
í 
sn 
6 | tan G) dx 
0 


Đặt u = T khi đó du = - dx. 


| 


1 
6 [ tan Đ dx = 6(—2) (In |cos 5) =15670 
0 
0 


Đương nhiên, x tính theo radian. 


Đây là đường cong y = 6 tan (): 


Vùng làm mờ là phân diện tích ta cần tìm 


Ví dụ 6: Tính diện tích dưới đường cong y = sin(z) từ x = 0 đến x = = 
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Trả lời ví dụ 6 


Đâu tiên ta vẽ hình trước: 


Ta cần tách tích phân ra làm 2 phần vì có một phần của đừng cong nằm trên trục x (phần từ 0 
Ấ À ` . cà ra Ä_ xà . Š Ä -ĂF , Ä? Ẩ: 
đên 7r), phân còn lại năm dưới trục x (phân từ 7r đên và ta cân lây trị tuyệt đôi). 


3Tr 
TL =a 
Diện tích = | sin(z) dx + ì sin(z) dx 
0 TT 


Sĩ 
= (-cos())l§ + |(Ccos())lj 


=2+|~1l 
= 3 đơn vị” 
IV. BÀI TẠP: Tính các tích phân: 


Bài tập 1: 


sin2x 
: dx 
COS“ # 


Trả lời bài tập l 


sin2x 
z—dx 
COS“ 
Cân nhớ răng sin 2x = 2 sin x cosx 


| sin(2x) Ỉ 2 sỉnx cosx 
= | ———dx 


cosZ(x) COSẼ + 


sinx 
= 2 dx 
COS 
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=2 | tan x đx 
= —2ln|cos x| + K 
Bài tập 2: 
mr/3 
| (1 + sec x)ˆ dx 
Tr/4 
Trả lời bài tập 2 
mr/3 
| (1 + sec x)ˆ dx 
Tr/4 
Bây giờ: 
(1+ secx) = 1+ 2secx + sec?x 
Vậy: 


TT 

3 

Ja + sec #)2 dx 
TT 
4 


1r/3 


J (1+ 2secx + secZ x) dx 
1r/4 


(x + 2In|sec x + tan x| + tan S3) MP 


` É + 2(1.31696) + 1.7321) — C + 2(0.88137) + 9) 


= 1.8651 


Đây là đường cong y = (1 + secx): 
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Vùng làm mờ là tích phân ta cần tìm 


Bài (ập 3: Cho cường độ dòng điện trong mạch điện là í = 110 cos(377£). Tìm biểu thức cho 
hiệu điện thê theo thời gian đi qua tụ điện có điện dung 500 Œ, biệt hiệu điện thê ban đâu là 0. 


Chứng minh răng hiệu điện thế đi qua tụ điện vuông pha với cường độ dòng điện. 


Ta cân công thức sau, sử dụng bên điện học, biêu diện hiệu điện thê đi qua tụ điện, với €Œ là điện 


dung. 
á= ĐÀ» 
c=c Ụ 


Trả lời bài tập 3 


Cần nhớ rằng  = 10”5. 


`. 
cSnp L 
= s00x1n= | 110 cos(377t£) dt 


_ 220000 
N_-... 


= 583.6 sin(377t) + K 


sin(377t) + K 


Khi £ = 0 thì W¿ = 0, vậy K =0. 
Vậy ta có: 
Ứ¿ = 583.6 sin(377t) 


Bây giờ, ta sử dụng công thức cos(œ — b) = cos a cos b + sỉn a sỉn b, ta có: 
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T T T 
cos (377t — 5) = cos(377£) cos ) + sin(377£) sin (2) 
= sin(377t) 
Điều này cho thấy rằng 583.6 sin(377£) và 110 cos(377£) lệch pha 909 = : (hay vuông pha) 


Bài tập 4: Một lực xác định bởi hàm số theo khoảng cách so với điểm xuất phát như sau: 


¬.= tan(z) 
_—— Ccos(%}) 


Biểu diễn công sinh ra bởi lực là hàm số theo #, biết khi x = 0 thì công = 0. 
Trả lời bài tập 4 
Từ bài “Công sinh ra bởi lực biến thiên”, ta có: 


Công = |re 


Vậy ta cần tính: 


m == 2+ là. 


cos(x) 
\4h 
2 + tan(z) *>.‹z¿ tan(z) 
cos()  cos(x) cos() 


= 2sec(z) + tan(z) sec(x) 


Thay vào biểu thức trong dấu tích phân, ta được: 
W = lÈ sec(z) + tan(z) sec(z)) dx 


= 2ln|sec(z) + tan(zx)| + sec(x) + K 
Vì W/ = 0 khi khi x = 0, ta có: 
0 = 2In|sec(0) + tan(0)| + sec(0) + K 
0=2(0)+1+K 
Vậy K = —1 nên ta có: 


W = 2In|sec(x) + tan(x)| + sec(+) — 1 
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Hàm sô theo + biêu diễn công thực hiện (hàm 
sô ta vừa tìm) 
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Lẻ 


GIÁC 


Ta có thể sử dụng một số công thức lượng giác đề đơn giản hóa quy trình tính tích phân. 
Một số công thức lượng giác chính: 


cos2(z) + sin2(x) = 1 
1 + tan2(z) = sec7(x) 
1 + cot2(x) = csc7(x) 
2 cosZ(x) = 1 + cos(2*x) 
2sin2(x) = 1— cos(2x) 


Ta sẽ sử dụng những công thức này đề biến tích phân về dạng đơn giản hơn, hay đưa về dạng có 
thê tính “thủ công”. 


IL TÍNH TÍCH PHÂN CỦA TÍCH CÁC HÀM LŨY THỪA CỦA SINE VÀ COSINE -— 
LŨY THỪA LẺ 


Đề tính tích phân tích các hàm lũy thừa của sine và cosine, ta dùng: 
sin2(x) + cos”(%) = 1 
nếu tổn tại một giá trị lũy thừa là số lẻ. 


Ví dụ 1: Tính tích phân: 
| 3 cos”(x) dx 
Trả lời ví dụ 1 


ị 3 cos”(x) dx 
=. [(es2œ) cos(z) dx 
=1 ịỊa — sin2(z)) cos(z) dx 


=1 J(eosœ) — sin^(z) cos(x)) dx 
Đặt U = sihz, kh đó du = cöS% đx, ta được: 
=3 (snœ) +K¡— } ụ° du) 
=_ (sn6› — bã + x) 
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=3 (snó› — _ + £) 


II. TÍNH TÍCH PHÂN CỦA TÍCH CÁC HÀM LŨY THỪA CỦA SIN VÀ COSIN - LŨY 
THỪA CHÀN 


Ta dùng công thức: 
2 cosZ(x) = 1 + cos(2*x) 
Hay công thức: 
2sin7(x) = 1— cos(2x) 
nếu giá trị lũy thừa của sin x hay cos x là chẵn. 
Ví dụ 2: Tính tích phân: 
| cosZ(2x) dx 
Trả lời ví dụ 2 
| cosZ(2x) dx 
Đặt u = 2x, khi đó du = 2 dx. 


Điều này dân đên: 


ị cos2(0) $ = zj cos?(u) du 


1 f£1+cos(2u) 
Ôn 


F7 2 


= ;Jq + cos(2u)) du 


=. n sin(2u) Hi: 

=7 
lÌ sin(2(2x)) 

=-|2x+——= “Ì|+K 
:Í x+ 2 + 
x sin(4x) 

== K 
2 k 2 bộ 

Ví dụ 3: Tính tích phân. 
6 [ cot?G) dx 
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Trả lời ví dụ 3 


Ta có: 


6 | cotŸ(x) dx 
=h | (cotZ(x)) cot(x) dx 
=6 | — 1) cot(x) dx 


=6 ( | cscˆ(z) cot(x) dx — | cot(z) dx) 


Ta tính tích phân ƒ csc?(x) cot(x) dx trước. 
Đặt u = cot(x), khi đó du = — csc2(z) dx. 


Vậy: 


| csc?(z) cot(x) dx 


Với tích phân thứ hai, từ bảng công thức, ta có: 
| cot(z) dx = In(|sin(z)|) + € 
Quay lại câu hỏi chính: 


6 [ cot*G) dx 


=6 ( ị cscˆ(z) cot(x) dx — | cot(+) dx) 
(- cotZ(x) 
? 


+ In(linG2)D]) +K 


= —3 cotZ(z) — 6In(|sin(z)|) + K 
II. BÌNH PHƯƠNG TRUNG BÌNH CĂN 
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Bình phương trung bình căn (root mean square — rms) của hàm y theo biến x xác định bởi công 
thức: 


với T là chu kỳ của y. 


Một ứng dụng thường gặp của công thức này đó là dòng điện hiệu dụng. Đây là giá trị của dòng 
điện một chiều có thể cung cấp cùng một lượng năng lượng nhiệt trong cùng một khoảng thời 
gian so với dòng điện xoay chiều, được dung trong thiết kế lò sưởi. 


Ví dụ 4: Tìm bình phương trung bình căn của í = 3 + 2 cos(£). 


Trả lời ví dụ 4 


Trong trường hợp này, T = 27. 
Vậy, 


Bây giờ, 
(3+ 2 cos(£))2 = 9 + 12 cos(£) + 4cosZ(£) 


1+cos(2£) 


Vì cos(2t) = 2 cos”(£) — 1 nên cosˆ(£) = : 


Vậy, 
(3 + 2 cos())2 
cos(2£) + 1 
=9+12cos(t) +4 (S—) 
= 11+ 12cos(£) + 2 cos(2t) 
Cho nên, 


T 2T1r 


| ƒ°® dt = ị (11 + 12 cos(£) + 2 cos(2£)) dt 
0 0 
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= (11 + 12sin() + sin(2£))|2" 
= 221 


Và cuôi cùng, 


Đồ thị ¡(£) = 3 + 2 cos(£) với dòng điện hiệu 
dụng bình phương trung bình căn là đường đứt 
quãng 


Ví dụ 5: Với cường độ dòng điện í cho bởi í = íạ sin(@£), chứng minh rằng bình phương trung 
bình căn của một chu kỳ là J: 
Trả lời ví dụ 5 


Trong trường hợp này, 


^ 


Vậy, 


2m 


_ | (1x šfnfquØj);ất 
0 
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Ta xử lý tích phân trước, ta có: 


1 — cos(2ø)£ 
sin2(œ£) = — 


_ =uả 
@ 


| sin2(œ£) dt = z] (1 — cos(2øœt£)) dt 
0 


0 
2m 
@) 


1 [ : TH 


20) : 


Vậy, 


2T 


'@' 
:.*4 
= sin2(otÈ) dt 
21r 
0 


6ö(ïa)2 TL 
21T (@ 


Œo)” 


Đây chính là điều mà đề bài yêu cầu ta cần làm rõ. 
IV. BÀI TẬP: Tính các tích phân sau: 


Bài tập 1: 


1r/2 
| Vcos x sin x dx 
1r/3 


Trả lời bài tập l 


1r/2 
| Vcos x sinŠ x dx 
1r/3 
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Ta viết sinŠ z = sin? x sinx = (1 — cos2x)(sinx) 
Ta tính nguyên hàm trước: 
COS * sinŸ x 
= cos1⁄2 x (1 — cos2 x)(sin x) 


3/2) (SÌnz) 


= (cos‡⁄2 x— cos 
Đặt u = cos x, khi đó du = — sinx dx 


Vậy: 


ị Vcos z sinŸ x dx = J(eos”  — cos5/2 x)(sin x) dx 


NI — 1/2) du 


D5" 2u° 


= K 
3 T 7 _ 
2 cos3/“SS&2 cosỞx 
""=œ VY "“ 


Bây giờ ta tính tích phân xác định dựa vào nguyên hàm: 


Xủ ĐC s3/2 0.uasluA PP” 
C0572 C0S”/“ % 
| Vcos x sin x dx = == — 


= (0+0) —- (—0.23570 + 0.02525) 
= 0.2014 


Đáp án của bài tập 1 là diện tích dưới đường cong y(%) = Vcos x sinŸ x giữa 2 << ` Dưới 
đây là đồ thị: 
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Đồ thị hàm số y(z) = = Vcosx sinỶ „` phần 


diện tích cần tính nằm giữa x =~ 2 Và x= 5 


Thu nhỏ đồ thị ta sẽ thấy chu kỳ của hàm số là 2z. Có những chỗ trống trong đồ thị do ảnh 
hưởng của vcos z (ta không có căn bậc 2 của sô âm). 


-2.5m (2n -1.51 —m -0.51 


Đồ thị hàm số y(+) = Vcos x sin x, thu nhỏ 
đồ thị sẽ thấy chu kỳ tự nhiên của hàm số này 


Bài tập 2: 
1 


l sin2(4x) dx 


0 
Trả lời bài tập 2 
ïì 


l sin2(4x) dx 


0 


Ta nhớ rằng 2 sin?(Ø) = 1 — cos(28) 
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Trong bài này, ta có Ø = 4x nên: 
2sin?(4x) = 1— cos(2(4x)) = 1— cos(8x) 


1—cos(8x) 


Vậy sin”(4x) = : 


1 


1 
J|s„ (4x) dx = sj — cos(8x)) dx 
0 


0 
lộ. sin(8x) 
B :Ỉ: — 8 5 


-1lu-°5)=6 9| 


MẺ 


= 0.4382 


Đây là đồ thị tích phân ta vừa tìm, bao gồm phần diện tích dưới đường cong y = sin?(4x) 


Đồ thị hàm số y(x) = sin2(4+), bao gồm phần 
diện tích dưới đường cong từ x = 0 đên x = 1 


Bài tập 3: 
| cot(4x) csc*(4x) dx 
Trả lời bài tập 3 
| cot(4+z) csc*(4x) dx 


Ta viết biểu thức trong dấu tích phân như sau: 


cot(4x) csc*(4x) dx = (csc3(4+)) cot(4z) csc(4x) 


Khoa: TOZÁN HỌC 286 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


Khi đó, đặt u = csc(4x) ta được du = —4csc(4x) cot(4x) dx 
Như vậy — h = csc(4x) cot(4x) dx 
Bây giờ ta có thể biểu diễn lại tích phân: 


| cot(4x) csc!(4x) dx = | (csc3(4x)) cot(4x) csc(4x) dx 


lÍ 

| 
J[ ¬ 
KE==Ẫ_ 

= 

G3 

° 

= 


Tu 
T9 


csc2(4x) 
—.., 
16 li 


Bài tập 4: 
ị Vtan x sec x dx 
Trả lời bài tập 4 
Nhắc lại rằng sec2 x = 1 + tan? x 
Vậy ta có thể viết phần biểu thức trong dấu tích phân là: 
tan x sec? x = (tan1⁄2 x) sec? x sec? x 
= (tan1⁄2 x)(1 + tan? x) sec x 
= (tan1⁄2 x + tan5/2 x) sec? x 
Tiếp theo, ta đặt u = tan x, thu được du = sec2 x dx 


Vậy tích phân trở thành: 
J (an x + tan5/2 x) sec? x dx = | + uỀ/2) du 


Z 2 

= i12 -0/2‹ki? 

sử l4 + 

2 2 

= stanŸ° x + z tan”? x + K 


Bài tập 5: 
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1r/3 

lộn mg” 
1+sin(z) š 

1r/6 


Trả lời bài tập 5 
1r/3 
Ï mang” 
— 
1+sin(z) 
1r/6 


Ta cần viết lại tích phân này bằng cách sử dụng những kỹ thuật thường gặp. Ta lẫy tử và mẫu 
nhân với biểu thức liên hợp của mẫu (biểu thức liên hợp ngược dấu với biểu thức ban đầu. 


Trong bài này là dấu trừ). 
Ta sẽ sử dụng kết quả sau: 
sin^(z) + cosZ(x) = 1 
1 l 1 —sin(z) 
—————- —=—(.————`—— 
1+sin+) 1+sin(œx)  1—sin(+) 
_ 1-sinea 
_ 1—sin2(%) 
_ Ñ— siệ) 
— cos2(x) 
sin(z) 


= sec?(x) — An 


Bây giờ ta tính tích phân. Đặt  = cos(x) của biểu thức bên phải, ta được đu = — sin(x) dx 


Vậy: 
1r/3 1r/3 ( 
2 sin(z) 
=# ¬ 2 = =—=—-. 
| 1 +sin(x) Bể tan | (s‹ () Tản lý 

Tr/6 Tr/6 

1 1r/3 

=2 (anœ) = ca] 
cos(#) Kfu 


= 2((1.73215 — 2) — (0.57735 — 1.15470)) 


= 0.6190 
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Đồ thị hàm số y(x) = 


2 
1+sin(z) 


„ bao gồm phần 


¬ z r* ` ` TC JÁ V[5 
diện tích dưới đường cong từ x = n đên X= 2 


V. ỨNG DỤNG - CHIẾU DÀI ĐƯỜNG CONG 


Độ dài s của một cung trên đường cong y = ƒ() từ x = a đến x = b xác định bởi công thức: 


b 
s=J +) li, 
a 


Xác định độ dài đường cong y = ln(cos(z)) từ x = 0 đến x = : 


Trả lời 
Đường cong trong bài này là y = In(cos()) 
Ta tính đạo hàm của đường cong này: 


dy — sin) _ 
dx _ cosŒ) ˆ S PHÊ 


Trong bài này, ta sẽ sử dụng công thức sau: 


1 + tan?(z) = sec?(x) 


b 2 
=ị 1+() dx 
si dx 
a 


1r/3 


= | 1 +(_- tan(z))2 dx 
0 


Áp dụng công thức, ta được: 


K 
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1r/3 


= | 1 + tan2(z) dx 
0 


1r/3 
= | sec7(x) dx 
0 
1r/3 
= | sec(z) dx 
0 
= (In|sec(x) + tan()J) 


= lí |sec () + tan GÌ — In|1 + 0| 


= 1.317 


Đây là đồ thị minh họa chiều dài cung ta vừa tìm. Tôi cần lấy trị tuyệt đối giá trị cos(x), nếu 
không thì đô thị sẽ có những đường đứt đoạn ở những chỗ cos(+) có giá trị âm. 


Đồ thị hàm số y(+) = In|cos()| với chiêu 
dài đường cong ta vừa tìm có màu đỏ tươi 
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BÀI 3.3.7 CÔNG THỨC TÍNH TÍCH PHÂN HÀM LƯỢNG GIÁC NGƯỢC 


Sử dụng những gì ta đã biết khi tính đạo hàm hàm lượng giác ngược và bằng cách thực hiện 
ngược quy trình vi phân, ta thu được các tích phân sau, với 1 là hàm sô theo +, tức  = ƒ(z). 


1 ;/u 
—... (+ 
_— = -tan"1 (-) +K 
Xu “+u_ˆ a a 


Lưu ý: Các máy tính cầm tay thường có nút cho biểu thức sin1 và tan”1, nhưng việc sử dụng 


chúng khá rắc rôi vì chúng là hàm ngược chứ không phải hàm nghịch đảố' Ta có thể viết biểu 
thức này thành arcsin và arctan như sau: 


ị S=—-inie ae (2)+ 
“—. 1/1 = FCS1In ờ 
ị SA tan Ê) + 
——— đ?2 -arcran 
q2 — t2 a 


Ví dụ 1: Tính tích phân: 


E—: 
Trả lời ví dụ 1 
Áp dụng công thức trên, ta có: 
Í|=+ = . =...N () +K 
v49 — x2 V72— x2 7 
Ta có thê viết lại đáp án thành: 
arcsin @) +Ế 


Đây là đồ thị hàm số ta vừa tính tích phân 


-8 -7 -B -5 -4 -3 -2 -1 12345678 
-1 
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1 
X49—x2 


Đồ thị hàm số y(x) = 


Đồ thị tiếp theo là đồ thị nghiệm riêng của tích phân ta vừa tìm, với K = 0. 


12 345678 


Đồ thị hàm số y(x) = arcsin () 


Ví dụ 2: Tính tích phân: 


1 
l= ., `âI 


Trả lời ví dụ 2 


1 
l= -” 
Đặt u = 2x, khi đó du = 2 dx. 


Tích phân của ta trở thành: 


x=0 


— sin1(2x)l 
3 
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=0.7297 


Ta có thể làm ngắn hơn bằng cách sau khi đặt biến và tính nguyên hàm, ta không trả kết quả 
về biến z. 


U729/ 


Lưu ý phải đổi cận khi dx thay thành đu trng quá trình tính tích phân. Vì ta đặt „ = 2x nên cận 
của x từ x = 0 đên x = 1 chuyên theo + thành u = 0 và  = 2. 

Đây là đồ thị tích phân ta vừa tìm. Tích phân này biểu diễn phần diện tích dưới đường cong 
Với DU S#+< 1. 


`. MÀ 
y(z)==== 


Đồ thị hàm số y(x) = 


8 
v9—4x2 


Ví dụ 3: Tìm diện tích hình phẳng bao bởi đường cong y = =c và đường x = Ö; y = 0Ö và 


+x2 
x=2. 


Trả lời ví dụ 3 


năm hoàn toàn trên trục x với mọi giá trị x. Vậy diện tìm diện tích, ta 


Đường cong y = ni 
tính tích phân. (Nếu một phần đường cong nằm dưới trục z, ta cần chia tích phân ra thành hai 


phần khác nhau và lấy trị tuyệt đối). 
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2 
Diện tích = | 
0 


TH 


= tan"1(x)|§ 
= 1.107 1 đơn vị 


Đây là phần diện tích ta vừa tìm: 


-Ä -2 -1 


Ẫ ¿: 3, 6 LÝ 1 
Đô thị hàm sô y(%) = —= 


giữa  < x< 2 


với phân diện tích 


Thận trọng: Có rất nhiều kiểu tích phân thoạt nhìn trông tương tự như công thức ở trên như thực 
ra là khác. 


Í: 1 1 
—=.. l ==mili-ni- 


Ta sẽ phát triển thêm một số công thức đề tính các tích phân này trong bài “7fnh tích phân bằng 
cách đặt ân lượng giác”. 


BÀI TẬP: Tính các tích phân sau: 
1) 


3 
lzx ST) 
Trả lời 1) 


Ta có thê viết lại tích phân thành: 


| 3 dy = 3ƒ dx 
55416”. JG1( 


Từ công thức, ta cần a = 5,tư = 4x, du = 4dx 
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XZ \ &„lb# 2 £ Nay du 
Sắp xêp lại biêu thức cuôi cùng, ta được sa dx 


Bây giờ ta biểu diễn tích phân: 


| 3 d =¡| du 
75110” 4 (5)2 +2 


K u 
=< sự” W2 lEj 
“na ph (c)+K 
- tạng ) ". 
j5” kẽ 
Ta cũng có thê viết lại đáp án thành: 
° ừ (S) +KÑ 
2p Ấrc an P 
2) 
[r4 
x2+8x117 
Trả lời 2) 
lam 
x2+8x1177 
Bây giờ: 


xˆ+8xz+7=(xˆ+8x+16)+1 
=(x+4)”+1 


Vậy nếu ta đặt u = x + 4, khi đó du = dx và ta có: 


&= `... 
x2? +8x + 17 u2 + 1 

= 2tan lu+K 

= 2tan !(x+4)+K 
Đương nhiên, ta có thể viết đáp án là 2 arctan(x + 4) + K 


3) 


1 
———dx 
| V2x — x? 
Trả lời 3) 
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lÌ 
lư==+ 
Đây không phải dạng của các công thức mới nêu ở đầu bài này, nhưng ta có thể biến hóa về 
dạng hữu ích. 
Đầu tiên, ta nhận thấy rằng: 
2x—x?= —-(x?— 2x) 


Ta cộng thêm I vào phía trước, sau đó trừ đi 1 ở biểu thức trong ngoặc: 
=1—-(x?—-2x+1) 
=1—(x—1)ˆ 

Với a = 1, = x — 1 và du = dx, tích phân thành: 

| =1... | .. 
V2x — x2 VỊ — tê 
= arcsinu + K 
= arcsin(% — 1) + K 


4) Tìm diện tích hình phẳng bao bởi đường cong yV4 — x2 = 1 và đường x = 0;y = 0 và x = 


1. 
Trả lời 4) 
Ta có thể viết hàm số đường cong là: 
1 
S. 


Đường cong này hoàn toàn nằm trên trục x với mọi giá trị x sao cho —2 < x < 2, xem đồ thị 
dưới đây ta thây hàm sô này không xác định với mọi giá trị x. 
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BÀI 3.3.8 TÍCH PHÂN TỪNG PHẢN 


Đôi khi ta gặp tích phân là tích của hai hàm số.Ta có thể tính tích phân tích ấy bằng cách sử 
dụng tích phân từng phân. 


Nêu +6 và 0 là hàm sô theo x, theo công thức đạo hàm tích hai hàm sô mà ta đã học, ta có: 


BưŠ = dụ _ du 
`” "# d 
Chuyển vế, ta được: 
dụ —— d tổ du 
“H Y sự 


Tích phân theo biến x, ta được công thức tính tích phân từng phần: 


| tay =uờ— | rau 


Công thức này giúp ta biến đối tích phân phúc tạp sang tích phân đơn giản hơn, ta cần chọn + 
và đu cân thận. 


Lưu ý: Ta chọn hàm 1 sao cho nc phải đơn giản hơn tu. 


Uu tiên chọn 1: 


Khi bạn có một hàm số là tích của hai hàm số khác, khi tính tích phân, bạn sử dụng danh sách 
các thứ tự ưu tiên sau đê đặt 1: 


() Đặt  = In(z). 
(ii) Đặt u = x”. 
(ii) Đặt u = e”*. 


Ví dụ 1: Tính tích phân: 
| xsin(2x) dx 
Hướng giải: 


Ta cần chọn 1. Dựa vào đề bài, ta thấy rằng ta không thể áp dụng danh sách các thứ tự ưu tiên ở 
trên, 


23. Ä:. xe Ậ ¿ 2. sức d .- Zo 
Ta có thê đặt  = x hay  = 2x. Tông quát, ta chọn cái nào sao cho ~ trở nên đơn giản hơn +. 
Trả lời ví dụ 1 
Trong ví dụ này, ta chọn  = z và đu sẽ là “phần còn lại” của tích phân, du = sin(2x) dx. 


Ta có 1 = x nên du = dx. 
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Đồng thời, đu = sin(2x) dx, lấy tích phân, ta được: 


cos(2x) 
2 


Ụ= | sn@) dx = — 


Thay 4 biểu thức này vào công thức tính tích phân từng phần, ta được: 


Pệ-| 


[#sin2x đx = dđầ 
M 
=_— 26k Ea + . 
2 EA 
_ #cos2x l == ' 
2 g2 bj 
R — xCOS2x : sin2x L& 
đà 4 
Ví dụ 2: Tính tích phân: 
I= +1dx 


Trả lời ví dụ 2 
Ta có thê đặt u = x hay u = VX++ 1. 
NA _ "` EU ờ cội cố Y ni _ 
Một lân nữa, ta chọn cái nào sao cho _ trở nên đơn giản hơn +, nên ta chọn 1! = x. 


Khi đó du = dx. Với cách chọn này, đu phải là “phần còn lại” của tích phân: du = Vx + 1dz. 
t = x nên đ< dx. 


du = vx + 1dx, lẫy tích phân, ta được: 


v= | dz+1dx 
=|&+12a 


2 
= sứ† 1)3/2 


Thay vào công thức tính tích phân từng phần, ta được: 
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s3 "TY v5 


lóc +li& = ` (x+]) J-Í 


¬..... 


“+? t0le.ử 


5/2 
=—(%+ lc -ứ +l) +K 


+K 


Ví dụ 3: Tính tích phân: 
| x”ln(4x) dx 
Trả lời ví dụ 3 
| x?In(4x) dx 


Ta có thê đặt  = x? hay  = ln(4z). 


Sử dụng danh sách ưu tiên, ta chọn  = ln(4+x), khi đó đø sẽ là phần còn lại của biểu thức tính 
tích phân du = x” dx. 


Với  = In(4x), ta được du = -úx. 


Tính tích phân du = xZ dx, ta thu được: 
3 
* 
Uu= |x?dx=— 
| 3 


Thay vào công thức tính tích phân từng phần, ta được: 
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3 3 
xiin4x I1Íx? 
=—-_--|— | +k 
3 3 3 
3 3 
_* ln4x x” "- 
3 
Ví dụ 4: Tính tích phân: 
| xsec2(z) dx 


Trả lời ví dụ 4 
| xsec2(z) dx 
Ta chọn 1 = z (vì điều này sẽ cho ta đư đơn giản hơn), khi đó ta được du = dx. 


Khi đó đu sẽ là du = sec2(x) dx, lẫy tích phân, ta được  = tan(). 


Thay vào công thức tính tích phân từng phần, ta được: 
|xse@) dv= | sa» 
= 1u — | udu 


= xtan(z) — | tan(z) dx 


= xtan(z) + In(|cos(z)|) +K 


luc dx 


Trả lời ví dụ 5 


J>ze” dx 


Quyền ưu tiên thứ 2 và thứ 3 trong danh sách ưu tiên chọn + nói rằng: 


Ví dụ 5: Tính tích phân: 
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(HH) Đạt li =X”, 
() Đất =e””, 


Đê bài có cả lũy thừa của x cũng như hàm mũ. Nhưng ta đặt  = x vì nó có mức cao hơn hàm 
mũ (bạn có thê đặt  = e~* và làm nêu muôn, và bạn sẽ thây cách này rât phức tạp). 

Vậy = +”, kM đồ đu = 2x đx, 

=. 


Như vậy ta còn du = e~* dx, lấy tích phân, ta được ø = —e 


Thay vào công thức tính tích phân từng phần, ta được: 


|>e*e = | xe» 


= UuU — | du 
=x”(-e"*)— |Ce®@» dx 


>>—x 2e N+ 2| xe* dx 


Bây giờ, tích phân còn lại ta không thể ra ngay kết quả. Ta cần sử dụng tích phân từng phần 
thêm một lân nữa cho tích phần mới này. 

Lần này, ta chọn  = x, khi đó du = dx. 

=* 


Một lần nữa ta được du = e~* d+x, lây tích phân, ta được  = —e 


Thay vào công thức tính tích phân từng phần, ta được: 


|>e*4x= [ ua» 


=uy= [ du 


¬... | (—e~*) dx 


—xe"* + | ¿~*dy 


Ghép đáp án này với đáp án trước đó, ta có hướng đi sau cùng: 


li? dx = —x?e"X+ 2(—xe~* — e~*) 


= —e"*(x?+2x+2)+K 
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Ví dụ 6: Tính tích phân: 
jị In(+) dx 
Trả lời ví dụ 6 
| In(+) dx 


Danh sách ưu tiên ở trên nói rằng ta nên đặt là biểu thức logarithm. (đường nhiên vì ta đâu 
còn lựa chọn nào khác). 


Vậy, với  = Ìn(+), ta được du = - đx. 
Khi đó du đơn giản là đu = dx, lẫy tích phân, ta được 0 = z. 


Thay vào công thức tính tích phân từng phần, ta được: 


Jm© Hà = | xe 


=uw= | du 
=xn@)=[x 
=zlnG) — | dx 


xln(œ)—x+K 
Ví dụ 7: Tính tích phân: 


ị arcsin(z) dx 

Trả lời ví dụ 7 

| arcsin(z) dx 
Sử dụng công thức tính tích phân từng phần, ta đặt: 

u = arcsin(x) 
Khi đó, 


1 
tu ==—===dt 
V1—x2 


Vậy du = dx, lẫy tích phân, ta được 0 = z. 
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| tay =uờ— | du 


Bây giờ ta sử dụng: 


Điêu này dân đên: 


# 
arcsin(z) dx = x arcsin(x) — | ———dx 
| v1—x? 
Bây giờ, với tích phân còn lại, ta chỉ việc đặt ấn phụ (tôi sẽ dùng một ần phụ 7 vì ta đã dùng ấn 


tt LỒi.): 
p=1=+z7 
Vậy đp = —2x dx. 
Điều này dẫn đến: 
J.. 
vì=x2 2) ýp 

-5(0jp)+K 

2 


=-vV1l-xˆ+K 


Vậy đáp án cuối cùng của ta là: 
| arcsin(z) dx = x arcsin(x) — (-v 1— EP) +K 


= xarcsin(x) +/1—-x?+K 
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BÀI 3.3.9 TÍNH TÍCH PHÂN BẰNG CÁCH ĐẶT ÂN LƯỢNG GIÁC 


Trong bài này, ta sẽ theo dõi cách tích một số tích phân có biểu thức giống như: 


lì 
| (x2 +9)3⁄2 dx 


Dựa vào hàm số ta cần tính tích phân, ta thay một trong các biểu thức lượng giác sau để làm 
tích phân trở nên đơn giản: 


() Với Va2 — z2, ta dùng x = asin(6). 

(i) Với Va2 + x2, ta dùng x = atan(0). 

(ii) Với x2 — a2, ta dùng x = a sec(8). 

Sau khi thay, ta sẽ được tích phân mới có thể tính đễ dàng hơn. 


Cần lưu ý rằng ta không tính tích phân biểu thức hàm lượng giác (như ta đã làm trong bài 
“Công thức tính tích phân hàm lượng giác cơ bản” và “Một số công thức khác tính tích phân 
hàm lượng giác” và “Tĩnh tích phân hàm lượng giác ngược”). 


Ở phần sau trong bài này, ta sẽ dùng các biểu thức sin, tan hay sec đề thay thế đề làm tích phân 
trở nên dê tính hơn. 


Ví dụ 1: Tính tích phân: 


1 
m——<...: 
| g5 
Trả lời ví dụ 1 


Ta có thể viết lại đề bài thành: 


Ta sẽ dùng vào cách thay thế thứ (ii) trong danh sách ở trên, đó là: 
+ Với Va2 + x2, ta dùng x = a tan(0). 

+ VỚI q = 3. 

Vậy ta sẽ đặt x = 3 tan(Ø), điều này dẫn đến đx = 3 sec2(9) d6. 


Ta sẽ bắt đầu bước thay thế đầu tiên và làm cho mẫu số tích phân trở nên đơn giản trước khi 
tính tích phân. 


Ta cân sử dụng tính chât sau: 


(a?)3⁄2 =. 
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Đây là một ví dụ cho tính chất trên: 
93/2 = (V9) = 33 = 27 
Đây là một tích chất lượng giác mà ta đã biết: 
tan?(Ø) + 1 = sec7(6) 
Vậy ta được: 
(x2 +9)3⁄2 = ((3tan(6))2 + 9)3⁄2 
= (9tan2(Ø) + 9)3⁄2 
= [9(tan?(Ø) + 1)]3⁄2 
= 27(sec2(6))3⁄2 
= 27sec°(6) 
Bây giờ, ta sẽ thay thế: 
dx = 3 sec^(0) d0 


(x2 +9)3⁄2 = 27 sec3(6) 


vào tích phân ban đầu. ta được: 
| 1 h | 3 sec2(Ø) n 
———(ilX= ———ỒPỄễễ 
đu, g)š 27 sec3(6) 
—— 1 1 do 
— 9] sec(Ø) 
= | (8) 4ð 
=a | c0s 
1 
= g5in() +È 


Bây giờ ta phải chuyên đáp án của ta về x (vì tích phân cho ở đề bài theo z). 


Vì ta đặt x = 3 tan(0), ta được: 
* 
tan(Ø) = > 
an(Ø) 5 


và ta có thê vẽ hình để tìm giá trị của sin(Ø): 
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Dựa vào hình vẽ, ta lưu ý răng, 
Ñ 


vx?+9 


^ .. .?ô.nh..ẽẽ.... h A_- 1À LAO  ./:Ẻ LÀ. “TH ƯẾ mm 
Vì vậy, ta có thê kêt luận răng đáp án cho tích phân là : nhân với biêu thức cuôi cùng này. 


sin(Ø) = 


l—— dũ:= ˆ du) NỈ 
(x2 + 9)3/2 "nh + 


Ví dụ 2: Tính tích phân: 


1 2 3 4567 8 91011121314 


-0.1 
: vx^ˆ "....... 
Đường cong y = = “° với phân diện tích 
dưới đường cong giữa x = 4 và x = 5 được 


làm mờ 


Trả lời ví dụ 2 
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đÑx 


5 
|“ + 16 


x2 
4 


Đề bài có chứa căn bậc 2 với hình thức giống như cách thay thế thứ (iii) được cho ở đầu bài viết 
này, đó là: 


+ Với V+2 — a2, ta dùng x = asec(6). 
Vậy ta được a = 4 và ta đặt: 

x=4sec(8) 
và điều này dẫn đến: 


x2 = 16 sec2(0) 


dx = 4sec(6) tan(Ø) d0 


Đơn giản hóa phần có căn bậc hai: 
vx? — 16 = \Ï16 sec?(8) — 16 
= V16(sec?(6) — 1) 
= V16/tan2(6) 


= 4tan(0) 


Thay đx = 4 sec(0) tan(6) d6; x? = 16 sec?7(Ø) và Vx2 — 16 = 4tan(Ø) vào tích phân đã 
cho, ta được điêu sau (đê đơn giản, ta tính nguyên hàm trước, sau đó ta thay cận trên, cận dưới 
sau). 


KS‹ = (4 tan()) (4 sec(Ø) tan(6)) đøØ 


SÉ” *— }16sec? (6) 


_ | 16tanZ(6) sec(6) 


16 sec2(8) 
: IS 
_ J sec(Ø) 
_ sec7(6) — 1 
- | sec(6) Mã 
: sec7(6) Ì 
=J sec(6)  sec(Ø) 
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= | set — cos(8) d8 


= (In|sec(Ø) + tan(6)| — sin(6)) + K 


Ở đề bài yêu cầu ta tính tích phân xác định, nên ta cần biểu diễn lại đáp án nguyên hàm theo 
biên x hoặc ta đôi cận theo Ø. 


Đối sang Z: 
Vừa rồi, ta đã đặt x = 4sec(Ø), nên ta được sec(Ø) = : 


Sử dụng tam giác như ta đã làm ở ví dụ trước, ta có kết quả: 


Vì vậy, ta có thể kết luận rằng: 


5 

` 0=? 
| —=S—+ = |In(|sec(Ø) + tan(Ø)|) — sin()||¿_. 
1 


- (nị 


= 0.093 15 


5 


- 3 % 


x  Wx2— “|) — Vx2— °) 
4 


4 


Sử dụng Ø: 
Vì sec(Ø) = „ nên khi x đi từ 4 đến 5, khi đó sec(Ø) sẽ đi từ 1 đến 1.25. 
Vậy ta cần phải có một cận mới cho Ø (ở đáp án trên có dấu? cho giá trị của Ø), đó là: 


ñ =arcsec(1)=0 


8 = arcsec(1.25) = 0.643 501 1 
Quay trở lại câu trả lời của chúng ta theo Ø, thay giá trị cận trên và dưới, ta được: 


60=0.643 501 1 


|In(|sec(Ø) + tan(6)|) — sin(Ø)l[ —a 


= 0.09315 
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Ở ví dụ này, cả 2 hướng tiếp cận (giữ lại Ø hoặc trả về biến x) để cho ra cùng một đáp án. 
BÀI TẬP: Tính tích phân: 
1) 
| V15=xZa 
Trả lời l) 
Câu hỏi này có dạng đặt ần lượng giác kiểu (1), tức với dạng Va2 — x2, ta đặt x + asin 6. 
Vậy ta có a = 4,x = 4sinØ và dx = 4cos Ø9 d0 
Thay vào và đơn giản phần có căn bậc hai trước: 
V16 — x? = v16 — 16 sin? Ø 
= V16(1 — sin? 6) 
= 4 cos2 6 
= 4cos0 


Thay vào tích phân, ta được: 


| 16 —x dy = | #cosØ (Ecos 8 đ6) 
= | 16 cos? 0 d6 
J 
= 16 [ 2 (eos(26) +1)d0 


1 
=. (sn@9) + 9) +K 
= 8(sinØ cosØ +Ø)+K 


=Ổ xV16 —*+ˆ " É) _- 
=Nn 2 arcsin (~ 
_# TU cổ . Ệ)+* 
= 5 arcsin (~ 
Ta có được bước áp chót bằng cách vẽ tam giác như trong ví dụ trước. 


Thông thường ta sẽ có nhiều dạng cho cùng một đáp án, tức phần mềm toán học (hay một người 
khác) có thê đưa ra đáp án vê cơ bản chính xác nhưng khác với đáp án ở trên. 


2) 
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3 
= 
xv4 — x? 


Trả lời 2) 


3 
—. 
xv4 — x? 


Tích phân này chứa biểu thức dạng Va2 — x2 nên ta sẽ dung phép đặt ân x = a sin 6 
Vậy a = 2 và ta đặt x = 2 sin Ø, khi đó dx = 2 cos Ø d0 
Thay vào và đơn giản phần căn bậc hai, thu được: 
V4—x? =4-— 4sin2 6Ø 

= v4 — sin? Ø) 

= 2Vcos2 6Ø 

= 2cosØ 
Thay tất cả vào tích phân, ta được: 


| 5 ˆ 32 cos6 đ6) 
xV4 — x2 ” (2sin6)(2 cos 6) 


ni dö 
— 2J sinØ 


=š| 9 d0 
=5 csc 


3 
= 2In|csc 9 — cotØ| +K 


3. |2 v4—x? 

= -lÌln|——————| + K 
⁄ X x 

3. |2—v4—x2? 
=-ln +K 
2 

3) 

| dx 

vx2+2x 

Trả lời 3) 

| dx 

vx2+2x 
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Đầu tiên, ta lưu ý rằng x? + 2x = (x + 1)2 — 1 


Nếu ta đặt u = x + 1, khi đó du = dx và tích phân trở thành: 


| dx — | du 
vx?+2x Vu — 1 
Bây giờ, ta dung + = sec Ø và vì vậy đu = sec Ø tan 8 đØ 


Biểu thức căn bậc hai trở thành: 
Vu? — 1 = sec? 6 — 1 = Vtan? 6 = tan 6 
Quay lại tích phân, ta được: 
dx du 
| Vx?+2x- J Vu? —1 
F —. d0 
tan Ø 


= |se9 d0 


= ln|sec Ø + tan 0| + K 


=In|x+1+x?+2x| +K 
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BÀI 3.3.10 BẰNG MỘT SÓ TÍCH PHÂN THƯỜNG GẶP 


BẢNG ĐẠO HÀM VÀ TÍCH PHÂN CỦA 
LEIBNIZ 


dạ| 4c || x | /«#| 0 Í% 
— tý 9W valg sp BUA khon,eeres 
I£IxJel lu 
«Ti 


x'Ì& 


€ $ * 
“ P) ớ f + 
x*[x*|x'IxJ†XˆLX LÃ ¿ 
Một bảng đạo hàm và tích phân đơn giản của 
Gottfried Leibniz. Leibniz phát triển phép tính 
tích phân cùng lúc với Isaac Newton 


Bài này sẽ trình bày một số công thức tính tích phân thường gặp, ta sẽ sử dụng chúng trong bài 
sau. 


1 1 
1. | ———dx =-—Ì b K 
l= x =In(ax + + 


1 
2.Í|———dx=-———P~+# 
lam, TT! TIM 
1 1 


s | (axa+ bình x = “CC Pha TX 


ñ 1 Ẩ# 1 x 
ma lá = = 
4. | nạ xi jy= _" C) +K= Tứ C) +K 
ƒŒ@ 
5. | ——dx =Ìn 1y K 
7œ) q/( 5 
6. | sinẤ(u) du s~ sin@) cos(u) + K 
1 
TÀ | sin3(u) du = — cos(u) + 3 cos”(4) +K 
1 7m. — 1 
8. | sin”(u) du = —a„sin"°“(u) cos() + — | sin*~^(u) du 
1 
9, Ị cosZ(u) du = 5 — 2 sin§) cos(u) + K 
1 
10. | cos3() du = sin(u) — ssin'@) +K 
1 việc ni Ì 
Ki | cos*(u) du = n cos”””(w) sin(u) + —Ị củs””“(w)jifu 


tan” tí 
lốc | tan (W) dự = —- + | emr?6 du 


13. | =gứu = s_m(Ƒ r 1) +K 
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14[-=— =lipniiDEIPEE 

vuUˆ#e 

15. | t sin(nt) dt = = (sin(Œnt) — nt cos(nt)) + K 
1 

16. | t cos(nt) dt = n2 (cos(m) + nt sin(nt)) + K 


17.| eZ# sịn(bu) dụ = LG: 2051.1142 08g 2465550 0022105197 


a2 + b2 
e”“(a cos(bu) + b S0 áo: DỰ 
au ——=———ỄỄễễ 
18. | 6# cos(bu) dụ = max 
a?uˆ2 — 2qu + 2 


19. [ ue" đụ =e°° n 
a 
1 
20. | ‡° sin(nf) ất = na tt? cos(n£) + 2 cos(nt) + 2nt sin(nt)) + K 


1 
21. | t? cos(mn£) dt = múa sin(n£) — 2 sin(nt) + 2nt cos(mt)) + K 


Khoa: TOÁN HỌC" 314 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


BÀI 3.3.11 TÍNH TÍCH PHÂN BẰNG CÁCH DÙNG BÁẢNG 


Dựa vào “Bảng một số tích ¡ phân thường sáp” đã trình bày trong bài trên, ta có thể giải quyết 
nhiều tích phân một cách dễ dàng (đương nhiên là bạn có thể sử dụng các phần mềm tính toán 
nếu bạn muốn). 


Lưu ý: 
Cần năm rõ cách đặt và du (vì đây là chìa khóa chính để giải nhiều tích phân). 
Hãy chắc chăn là bạn áp dụng đúng công thức vì một số tích phân nhìn khá giống nhau. 


Dù bạn có được phép sử dụng “Bảng một số tích phân thường gặp” khi kiểm tra, bạn hãy cô 
găng học được nhiêu nhât có thê, nhât là điêu kiện áp dụng. Rât nhiêu học sinh cô găng tìm 
kiêm công thức phù hợp ở trong bảng nhưng lại không biệt thực chât mình đang làm gì. 


KÝ HIỆU TÍCH PHẦN DO | ĐẦU CỦA SE 


Tay đ4x Ăc Đo - 


Ký hiệu tích phân ban đầu do Leibniz đề xuất có dấu gạch trên, 
giống như dấu căn bậc hai mà ta dùng ngày nay 


Ví dụ về cách sử dụng bảng 


Tính tích phân sau bằng cách sử dụng bảng: 
| e?* sin(3x) dx 
Trả lời ví dụ 
Ta nhận thấy công thức sau phù hợp để tính: 


Í “`. e“⁄(q sin(bu) — b cos(bu)) . 
a2 + b2 


Trong ví dù này, ta dùng: 
+a =2. 
+b=3. 
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e?* sin(3x) dx 


e?*(2 sin(3x) — 3 cos(3x)) 


PT... —=. 
e?*(2 sin(3x) — 3 cos(3x)) 
=————jạ——— + 
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BÀI 3.3.12 TÍNH TÍCH PHÂN BẰNG CÔNG THỨC ĐỆ QUY 
Trong “Bảng một số tích phân thường gặp”, bạn có thể nhận thấy rằng một số công thức tính 


tích phân lại cho ra một tích phân khác đơn giản hơn. Việc này đòi hỏi ta cân phải làm vài bước 
đê đưa ra câu trả lời cuôi cùng. 


Công thức đệ quy (reduction formulae) là tích phân bao gồm một số biến m, cũng như biến 
thường gặp x. Ta thường gặp chúng khi tính tích phân từng phân. 


Ta dùng ký hiệu !„ khi sử dụng công thức đệ quy. 
Ví dụ 1: Cho công thức đệ quy sau:` 
1 He mi 
TÀI — | sim@ đx= —cos() sinh"1(x) + —— l2 

Tìm: 

| sin'(z) dx 

Trả lời ví dụ 1 
Áp dụng công thức đệ quy cho m = 4, ta được: 

_ 1 nuẾ 3 
Jsn (x) dx =— 1c0s() sin'(z) + TP 


Bây giờ ta cần tìm I¿ = ƒ sin2(z) dx, thỏa yêu cầu n = 2. 


Bây giờ, dựa vào “Bảng một số tích phân thường gặp”. 


" 


| sinˆ(x)dx =~— sinŒ) cos(z) +K 


lào) 


Đặt các giá trị này lại với nhau, ta được: 
1 ĐẾN xỈ 
sin!x dx = — h cos(z) sin”(x) + PT Ệ = zsin(#) cos(z) + K) 


1 3 
=— 1c0s) sinŸ(x) + Thuê ssinœ) cos(x) + K' 


Lưu ý: Ta dùng K và K' vì giá trị của hai hằng số này là khác nhau. 


Ví dụ 2: Ta biết rằng nếu: 
J_.= | tan (Z)dy 


thì: 


l„ = ĩ tan “mi va 
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Tìm kết quả tích phân: 

| tan?(x) dx 

Trả lời ví dụ 2 

1 
| tan °(x)dj = 2 tan” (x)—1Ù 
Bây giờ, 
J= | enG) dx = —In(|cos(x)|) +K 

Vậy, 


| enG) x= 2 tan2(+) + In(|cos(z)|) + K 


Lưu ý: Có nhiều cách để giải quyết. bài này và ta có thể có được nhiều đáp án đúng nhưng lại 
khác nhau. Nếu bạn sử dụng các phần mềm toán học như Scientiñc Notebook, bạn có thể nhận 
được đáp án: 


1 1 
| an) đa = 2 tan“) — zInq1 + tanˆ(x)|) + K 


Hai đáp án này có giống nhau không? 
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BÀI 3.3.13 TÍNH TÍCH PHÂN BẰNG PHÂN SỐ RIÊNG PHẢN 


Nếu hàm lấy tích phân (biểu thức sau dấu tích phân) có dạng là một phân số đại số (alsebraic 
fraction) và ta không thê lây tích phân băng các công thức đơn giản, phân thức đó cân được 
biêu diễn lại thành những phân sô riêng phân (partial fraction) trước khi lây tích phân. 

Các bước cần thiết để phân tích một phân số đại số sang các phân số riêng phần đó là ta xem 
phân sô đó là tông (hoặc hiệu) của các phân sô nào. 


Đê hiêu rõ hơn, ta quan sát cách cộng 2 phân sô đại sô sau: 


1 hì 
+ 


x+t2 x+tảä 
_+53)+5@+ 2) 
—— (x+2)(œx+3) 
—— 6x +13 
_ x?+5x+6 


Trong bài này, ta sẽ thực hiện ngược quy trình trên. Có nghĩa là nếu ta có phân số: 


6x + TẾ 
x?2+5x+6 
và ta muôn tìm xem tông của những phân sô nào cho ra phân thức trên, khi đó hai phân sô mà ta 
6x+13 
x2+5x+6` 


thu được là = và = được gọi là các phân số riêng phần của 
Ta phân tích một phân số ra thành các phân số riêng phần như trên vì: 
+ Điều này khiến việc tính tích phân trở nên đơn giản hơn. 
+ Được sử dụng nhiều trong chuyển đổi Laplace. 


Vậy nếu ta cần tính tích phân phân số này, ta có thể đơn giản hóa theo cách sau: 


| 6x +13 
x2+5x+6 : 


= ln(x+ 2) + 5ln(«x + 3)+K 

= In(œ +2)(x+ 3)5) +K 
Bây giờ ta sẽ quan sát xem cách thức để chuyển một phân số về các phân số riêng phần. 
I.QUY TÁC 1 


Trước khi ta biêu diễn trực tiêp một phân số sang các phân số riêng phân, giá trị lũy thừa cao 
nhât của tử sô phải ít hơn giá trị lũy thừa cao nhât của mâu sô tôi thiêu I đơn vị. 
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Ví dụ 1 
Phân số: 
2x?+3 
x3—1 
có thê biểu diễn thành các phân số riêng phần, trong khi phân số: 
2x3+3 
xã—1 
không thê biểu diễn trực tiếp thành các phân số riêng phần. 
Tuy nhiên, bằng cách chia: 


2x3+3 5 
=2+ 


x3—1 x3—1 
và phân số trong kết quả có thể biểu diễn thành các phân số riêng phần. 
(Lưu ý: Mẫu số của phân số ta phải đưa về dạng nhân tử trước khi biểu diễn). 
II. QUY TÁC 2: MẪU SỐ CÓ NHÂN TỬ TUYẾN TÍNH 


Với mỗi toán tử tuyến tính ax + b ở mẫu trong một hàm phân thức hữu tỉ, ta được một phân số 
riêng phân có dạng: 


A 
ax+b 


với A là hăng sô. 
Ví dụ 2: Biêu diễn phân sô sau dưới dạng các phân số riêng phân. 


ÄX 
(2x + 1)(x +4) 


Trả lời ví dụ 2 
Ta đặt: 


Khg —4 D: B 
(2x+1)x+4) 2x+1 x+4 


Ta tìm giá trị của 4 và B bằng cách nhân hai về cho (2x + 1)(x + 4). 
3x = A(x +4) + B(2x + 1) 
Sau đó ta phá ngoặc, gom lại theo từng nhóm như sau: 


3x =(A+2B)x+(4A+PB) 


Tiếp theo, ta cho hệ số trước mỗi x và hăng sô ở cả 2 về băng nhau: 
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Đối với phần z: ta được 3 = A + 2B. 
Đối với hằng số: ta được 0 = 4A + B. 


Giải hệ phương trình, ta được: 


3 
1e. 7 
kế: 7 
Vậy, 
3x —3 12 


(2x+1Œ+4) 7x1+1) 7Œ+4) 
II. QUY TÁC 3: MẪU SÓ CÓ NHIÊU NHÂN TỬ TUYẾN TÍNH ĐƯỢC LẶP 


Nếu một nhân tử tuyến tính được lặp n0 lần ở mẫu, khi đó sẽ có m phân số riêng phần tương ứng 
với sô mũ từ 1 đên . 


Ví dụ, phân sô riêng phân của: 


5x”+7x—9 
(x+ 1)! 
sẽ có dạng: 
5x”+7x—9< A B C D 
“'. =.ẽ. 
(x +1) x+1 (x+1) (x+1) (x+1) 
(Dấu “= “Z” mang ý nghĩa “đồng nhất”, ta thường Sử dụng dấu này giữa hai biểu thức mà ta mong 


“c— 66 


muốn rằng chúng bằng nhau. Ta có thể dùng dâu nêu muôn.). 
Ví dụ 3: 
(a) Biểu diễn biểu thức sau thành tổng các phân số riêng phần: 


x+5 
(x+3)“ 


Trả lời ví dụ 3, câu (a) 
x+5 — A - B 
(x+3)2 x+3  (x+3)2 


Nhân hai về cho (x + 3): 
x+5=A(œx+3)+B 


Đông nhât hệ sô của x và của hăng sô, ta được hệ phương trình. 


Khoa: TOZÁN HỌC" 321 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 
A=1 A=l 
c> 
bư +B=5 bb =2 
Vậy, 


*x+Š 1 È 2 
(œx+3)2 x+3 (x+3? 
Đừng vội tin đây là đáp án đúng. Hãy cộng lại các phân số ở về phải và bạn sẽ tự tin hơn về tính 
đúng đăn của cách làm này. Băng cách kiêm chứng, bạn sẽ học được rât nhiêu vê nguyên lý 
cách thức này hoạt động. Sẽ rât tôt nêu như bạn luôn thường xuyên kiêm tra công việc mình 
đang làm. 


(b) Biểu diễn biểu thức sau thành tông các phân số riêng phần: 


2x?—3 
(x— 1)3(x + 1) 


Trả lời ví dụ 3, câu (b) 


2-3 Á  . P.2 Tu, D 
(œx—1)3(x+1) x—1 (œx_-1)? (x-1) x+1 


Ta nhân 2 về cho (x — 1)3(x + 1): 
2x?— 3= A(x — 1)ˆ(x + 1) + B(x — 1)(x + 1) + €C(x + 1) + D(x — 1)Š 


Ta không cần phải phá hết ngoặc ra, ta chỉ việc thay các giá trị x phù hợp để tìm kết quả của 
A4; bB;(C;,D. 


VỚI x = 1: 
+ Về trái = —1. 


+ Về phải = 2C. 


+ Vậy € = —5. 
Với x = —1: 
+ Về trái = —1. 


+ Vệ phải = —8D. 
n 1 

+ Vậy D = g 

Bây giờ ta sẽ so sánh hệ sô của x ở cả hai về và sau đó ta so sánh hăng sô ở cả hai vê. 

Hệ sô của x ở về trái = 0. 


Hệ sô của x ở về phải = A + D. 


Vậy A =—D. 
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Do D = _ nên 4 = —.. 
Hằng số ở về trái = —3. 
Hằng số ở về phải = AT— B + €— D. 
Nhưng ta đã biết được 3 giá trị nên ta dễ dàng tìm được B = - 
Vậy, 
2x?—3 NÌ 9 1 1 
Œœ~=1#Œ+1)` "8&~=1) ` #4Œœ=1)2`2%—1)* "8œ+1) 
IY. QUY TẮC 4: MẪU CHỨA NHÂN TỬ BẬC 2 
Ứng với mỗi nhân tử bậc hai ax2 + bx + c, ta sẽ được phân số riêng phần có sạng. 


Ax+bB 
ax2 + bx+x 


Ví dụ 4: Biểu diễn biểu thức sau thành các phân số riêng phần. 


x3—2 
x#4—1 
Trả lời ví dụ 4 


Đầu tiên, ta cần đặt nhân tử cho mẫu: 
x#—1=(x?+1)(x2-— 1) = (x2 + 1)(x + 1)(x — 1) 
Vậy, 
x”—2  Ax+B l# D 
—=—= =:.?——+ 
>> +1 x1 x=]1 
Ta nhân hai về cho (x2 + 1)(x + 1)(x- 1): 


x3— 2S (Ax + B)(x + 1)(x — 1) + C(x2 + 1)(xT— 1)+ D(x2 + 1)(x +1) 
Với x = 1: 
+ Về trái = —1. 


+ Về phải = 4D. 


Â KH 

+ Vậy D = T 
Với x = —1: 

+ Về trái = —3. 


+ Về phải = —4C. 
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` 3 
+ Vậy C =-. 
4 
Hệ sô của x ở về trái = 1. 
Hệ sô của x ở về phải = A + Œ + D. 
đố Độ ïÏ 
Vì D = —- và C =-nênA =-. 
4 4 2 
Hãng sô ở vê trái = —2. 


Hằng số ở về phải = —B — Œ + D. 


Điều này cho ta 8 = 1. 
Vậy, 
1 
# =z ST 5 ] 
(x?+1)(x+1)x—1) x?+1 4+1) 4(x—1) 
+? 3 1 


”“2œ2+D)  4@+1) 4@- 


Lưu ý: Phân số có nhân tử bậc 2 được lặp ở mẫu, phân số riêng phân có dạng gần giống với 
nhân tử tuyên tính được lặp. 
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CHƯƠNG 4: BÀI ĐỌC THÊM 
BÀI 4.1 ARCHIMEDES VÀ DIỆN TÍCH MỘT PHÀN HÌNH PARABOLA 


Archimedes là một nhà Toán học vào thời Hi Lạp cổ đại, sống cách đây 2300 năm về trước. 


CO lF 2 /äT1 2a sa 7ø A Ta 0a l0 infQ" xe 


ÌEUROPA CEPT 1983 › ? 


Ch/“/  Xkế CS ki, 


VỀ KỆ NV TLƯ NT CÀ 12v /S/X 


: EAAIINIKN 4IIM0KPATIA 80 : 


L0 60/2700 00/V 2ï 


Nhiều phát minh cũng như những khám phá Toán học của ông được đánh giá là đi trước thời 
đại. Thật là hay khi bạn có thê phát huy được sự sáng tạo trong khi xung quanh bạn đang có rât 
nhiêu kẻ thù có thê tân công bạn bât kỳ lúc nào. 


Việc xác định diện tích dưới đường cong là một vẫn đề nan giải trong nhiều năm. Những buổi 
hội chợ, thương mại, người ta phải làm việc nhiều với thể tích của khối hình trụ và hình cầu, 
Archimedes đã cho ra kết quả xâp xỉ tốt cho điện tích hình tròn cũng như giá trị xấp xỉ số 1. 

Bài viết này sẽ trình bày điểm đáng chú ý nhất trong tất cả các ý tưởng của Archimedes, đây là 
công trình xuât hiện trước cả thời Isaac Newton và Gottfried Leibniz (những nhà toán học đã 
phát triên phép tính vi phân vào khoảng thê kỷ I7) khoảng 2000 năm. 

I. DIỆN TÍCH MỘT PHÀN HÌNH PARABOLA 


“Một phần parabola” đó là vùng hình phẳng bao bởi parabola và đường thắng, ví dụ như vùng 
màu xanh sáng ở hình dưới đây. 
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Tôi dùng hình parabola đơn giản y = x2 và 2 điểm mốc của đoạn thắng là A(—1; 1) và B(2; 4). 
Định lý của Archimedes áp dụng được với bất kỳ đường parabola vào bất kỳ đường thăng nào 
cắt ngang đường parabola đó. (Đương nhiên, Archimedes không dùng hệ trục tọa độ 0xy vì 
thời của ông chưa ai phát minh ra trục này, mãi đến thế kỷ 17 thì Descartes mới phát minh ra). 


Archimedes sau đó đặt điểm Œ sao cho hoành độ x của điểm này bằng một nửa khoảng cách của 
hoành độ x của A đên hoành độ x của B. Sau đó ông ta xây dựng tam giác ABC như sau: 


W Œ, 4) 


AC1,1) 


C 
(0.5, 0.25) 


Ở ví dụ này, giá trị hoành độ x của € là 0.5, cách mỗi điểm x = —1 và x = 2 là 1.5 đơn vị. 
Archimedes đã chứng minh được rằng diện tích một phần parabola (vùng có màu xanh sáng) 
bằng < diện tích tam giác ABC. 

Ông đã dùng “Phương pháp vét cạn (method of Exhaustion)” để cho ra kết quả này. Ý tưởng 
phương pháp này đó là tìm diện tích hình cong băng cách vẽ các hình ngũ giác nhỏ dân liên tiêp 


nhau, nội tiếp trong hình cong cho đến khi nào lấp đầy hình cong. Ta có thể tính được diện tích 
hình ngũ giác, từ đó suy ra được diện tích hình cong. 


Bây giờ ta xây dựng một tam giác khác bằng cách chọn một điểm D trên parabola sao cho giá 
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trị x của điêm này băng một nửa khoảng cách giá trị x của A và Œ, giông như ta đã làm. 


Hãy phóng to và xem kết quả: 


Ta tiếp tục quy trình trên trên đoạn PC, tức đặt điểm E sao cho giá trị x của E bằng một nửa 
khoảng cách giữa £ và D. 


Ta có thể thấy rằng nếu ta cộng diện tích của các tam giác ABC,ACD và BCGE với nhau, ta sẽ 
được giá trị xâp xi hợp ý cho diện tích một phân hình parabola, nhưng ta có thê có được kêt quả 
xâp xỉ tôt hơn nữa. 


Nếu ta tiếp tục quy trình này, ta sẽ tạo dựng thêm 4 tam giác nữa như hình dưới đây. 
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Bạn sẽ thấy một phần hình parabola sẽ còn lại một SỐ “vùng trắng nhỏ” và nếu ta cộng diện tích 
của 7 tam giác này, ta sẽ thu được giá trị xâp xỉ còn tôt hơn cho diện tích một phân hình 
parabola. 

Nếu ta cộng diện tích một lượng vô hạn các hình tam giác, ta sẽ được giá trị chính xác cho diện 
tích một phân hình parabola. 


Bây giờ, diện tích của mỗi hình tam giác màu xanh lá sáng bằng h diện tích hình tam giác màu 
hồng, bởi vì tam giác màu xanh lá có độ rộng bằng h độ rộng tam giác màu hồng (vì ta đã xây 
dựng chúng như vậy) và có chiều cao bằng h chiều cao tam giác màu hôồng (ta có thể dùng 
phương trình tham số để chứng minh điều này.). 

Sau đó, ta mô tả các tam giác màu đỏ, chúng sẽ có diện tích bằng : diện tích của tam giác màu 
xanh lá sáng. 


Vậy, nêu ta giả sử diện tích của tam giác màu hông lớn là X, thì tông diện tích của tât cả các 
hình tam giác sẽ là: 


x+2(0)*4(l)n(2)*- 


= Ít+z+;c+zz+ ) 
” 4 16 64 


Ta nhận thấy biểu thức ở trong ngoặc chính là một cấp số nhân có công bội là r = - và phần tử 


1 
` , ° hả , 4 
đầu tiên a = 1. Kêt quả tông của câp sô nhân lùi vô hạn này sẽ là: 
0 1 4 


Tổ = = ———=_— 
ong =. 
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(Archimedes đã sử dụng chứng minh hình học cho tổng này nên chúng còn được gọi là chuỗi 
hình học). 
Vậy tổng diện tích của các tam giác (kết quả này cho ta diện tích của một phần parabola màu 
xanh sáng) là = bằng : diện tích của tam giác màu hồng, đúng như Archimedes đã đề cập. 
Ý tưởng đẳng sau giải pháp này rất tương đồng với ý tưởng phát triển vi tích phân. 
IH. SỬ DỤNG TÍCH PHẦN 
Ta sẽ dùng tích phân để kiểm chứng đáp án mà Archimedes đề ra. 


Ở vì dụ này, với y = x2 và đường y = x + 2 cắt ngang parabola tại điểm (—1;1) và (2;4), 
tam giác hông có cạnh AC = 1.68 đơn vị và chiêu cao là 4.02 đơn vị, nên diện tích tam giác 
này là: 


Diện tích: A4BC = 0.5 - 1.68 - 4.02 = 3.38 đơn vị 


Vậy, liện hệ đến Archimedes, diện tích của một phần parabola (xanh sáng) sẽ là: 
: à 4 ` 
Diện tích một phân parabola = s 3.38 = 4.5 đơn vị 


Bây giờ, ta hãy so sáng đáp án này với đáp án dùng tích phân. Diện tích cần tính chính là diện 
tích hình phăng giữa 2 đường cong. Đường cong trên là đường y; = x + 2 và đường cong dưới 
là y¡ = x7. Cận của tích phân là x = —1 Bà x = 33 

b ặ 
|>:-:4x= |&{+2—z+? 
qa 


= 


X x3 
Qv..—+2x—-— 
6+>-5) 


=45 


2 


=1 


Vậy ta có cùng đáp án là 4.5 đơn A„ R 


Như tôi nói ban đầu, cách làm của Archimedes để tính diện tích một phần hình parabola là 
thành quả rât xuât sắc. Trước thời của Newton và LeIbniz thiệt lập nên vi tích phân đên 2000 
năm, Archimedes đã năm được ý tưởng cơ bản tât tôt. 


Thật thú vị (và nguy hiểm) khi ý tưởng này bị “lãng quên” đến cả ngàn năm. 


Bạn đọc có thể xem bản tiếng Anh công trình “Phép cẩu phương parabola của Archimedes” tại 
địa chỉ http://www.math.ubc.ca/~cass/archimedes/parabola.html. 
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BÀI 4.2 THẺ TÍCH MẶT DÂY CHUYÊN 


Trong không gian ba chiều, giả sử ta có mặt dây chuyền có thiết diện như hình dưới đây, ta sẽ 
tính thê tích mặt dây chuyên đó như thê nào? 


Đề làm bài này, bạn đọc hãy xem qua bài “7hể fích khối tròn xoay” đề năm được ý tưởng khi 
tính thê tích băng tích phân. 


Ý tưởng cơ bản đó là ta lẫy một hình phẳng cho trước và xoay quanh trục y. Đây cũng chính là 
ý tưởng của việc gia công mặt dây chuyền trong thực tế, đó là bỏ một khối vật liệu vào máy tiện 
Và xoay, mài nó, cắt tỉa cạnh cho đến khi ta được mẫu 3 chiều hoàn chỉnh. 


Xét về mặt toán học, ta sẽ cắt vật thể 3 chiều này theo chiều ngang (vô hạn lần) thành khối hình 
trụ siêu mỏng, sau đó ta cộng thê tích các khôi mỏng này lại, ta sẽ được thê tích của mặt dây 
chuyên. Đê làm điêu này, ta cân biệt được hàm sô cho mỗi phân của mặt dây chuyên và lây tích 
phân. 


Dưới đây là sơ đồ thiết diện mặt dây chuyên. Thiết hiện này tạo bởi 3 hình tròn như sau: 


+Ở phần trên, M đến K, là một cung của hình tròn màu đen tâm F(0; 2) và có bán kính là 
3.17 €m. 


+ Ở phần giữa, K đến H, là cung của hình tròn màu xanh sáng tâm đ(—2; 0) và có bán kính là 
8 cm. 


+ Ở phần dưới, H đến J, là cung của hình tròn màu đỏ tâm 4(—18; 7.75) (không hiền thị trên 
sơ đô) và bán kính 25.78 cm. 
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Đây là kết quả cuối cùng sau khi ta hợp nhất các cung và chiếu dối xứng qua trục 7. 


Bây giờ ta sẽ tính thể tích. 

I. XÁP XỈ THẺ TÍCH 

Trong bài này, sẽ thuận lợi hơn nếu ta có kết quả ước lượng thể tích mặt dây chuyên. 

Khi ta xoay hình trên quanh trục y, hình mới tạo thành sẽ gần giống với khối cầu có bán kính 


6.5 cm. Tông quát, thể tích khối cầu là: 


văn s2 
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Thay giá trị r = 6.5, ta được kết quả 1 150.3 cm3. 
I. THẺ TÍCH KHÓI TRÒN XOAY - TRỤC THÁNG ĐỨNG 
Đây là công thức ta dùng: 

d 

Thể tích = 7 | x?dy 

l6 
Công thức yêu cầu ta phải biêu diễn hàm số theo x (vì khi đó hàm x sẽ chỉ có ấn y), bình 
phương và lây tích phân. 


Vì cạnh của mặt dây chuyên có 3 mảnh, ta cân tách tích phân ra làm 3 phân (tôi sẽ làm từ dưới 
lên và dùng giá trị y của điêm giao cung tròn với trục tung đê tạo cận dưới và cận trên ứng với 
mỗi tích phân): 


3.49 5.55 77 
Thể tích = 7 ị x{ dy +1 | x3 dy +Tr Ì %.dý 
~10.7 -3.49 gi55 


Bây giờ ta sẽ thiết lập hàm số. 
Mục đích của ta sẽ tìm biểu thức cho xŸ ứng với 3 cung khác nhau. 
Tổng quát, hình tròn tâm (h; k) và có bán kính r có phương trình: 
G— h)\0 -#ˆ° =r7 
Tôi sẽ sử dụng trường hợp đơn giản nhất (cung ở giữa) để minh họa việc ta phải làm. Trong ví 


dụ này, cung ở giữa là một phân của đường tròn tâm G(—2; 0) và có bán kính là 8. Phương 
trình đường tròn này là: 


(-(—2)) +y? =64 


Với các tính chât cơ bản của đại sô cho ta biêu thức của xZ theo y. 


x? =(W64—=y2~2) 


(Tôi chỉ lấy căn bậc 2 dương bởi vì ta chỉ cần phần bên phải của mặt dây chuyền). Tôi dùng kết 
quả này đê biêu diễn z; trong tích phân. 


Tương tự cho 2 cung còn lại, thay kết quả vào phương trình tính thể tích cho ta: 


—3.49 5.55 
Thể tích = z | (V6644— Œœ— 7.75) — 18) dy + Tr ị (V64—yZ~ 2) dy 
—10.7 —3.49 
VẤN lý 4 
+7 26.7 — (y— 2)” dy 
5.55 
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Tiếp theo, ta sẽ dùng phần mềm máy tính (tôi dùng Scientiic Notebook, bạn có thể dùng 
Wolfram|Alpha) để tính các tích phân này và ta có kêt quả thê tích là 1140.76 cm. 


Đáp số này rất gần với kết quả dự đoán của ta là 1150 nên ta có thể tự tin sự chính xác của đáp 
sô này. 


II. CÁCH GIẢI KHÁC - MÔ HÌNH HÓA ELLIPSE 


Một cách khác để giải quyết bài này đó là vẽ ellipse qua những điểm đã biết và xem hình đó 
xấp xỉ một hình tròn. Tôi tin rằng cách làm này sẽ ngắn hơi nhưng vẫn cho ra kết quả hợp lý. 


Các điểm ta đã biết là M ;H; K và ], nên ta có thể dùng phần mềm GeoGebra đề vẽ ellipse đi 
qua các điêm, giông thê này. 


Ta lấy phần bên phải trục y, xoay quanh trục này, khi đó ta sẽ được. thiết diện giống như hình 
dưới đây.Bạn có thê thây hình dưới đây tựa như hình mặt dây chuyên ban đâu. Phân đỉnh hơi 
nhọn, nhưng điêu này không ảnh hưởng nhiêu đên thê tích. 


Phần mềm GeoGebra cho ta biết phương trình của ellipse: 
—594.9x? + 594.7xy — 800.5y2 — 6 672.3x — 2 828.1y + 61 451 =0 


Ta cần biểu diễn phương trình này theo xÊ, tôi sẽ dùng phần mềm Scientific Notebook để giải 
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thay tôi, bằng cách giải phương trình tìm x, sau đó bình phương kết quả. 


2 
x? = (—5.61 + 0.5y + 844 x 10“9./(1:91 x 1018 — 1.47 x 1017y — 1.55 x 1015y2)) 


Thay biểu thức này vào công thức tính thê tích. Cận trên và dưới của tích phân là —10.7 (điểm 
J) và 7.17 (điêm M). 


VN lY/ 
Thẻ tích = 7 | x? dy = 1 164.43 
=10.7 


Vậy cách sử dụng hình ellipse để mô hình hóa mặt dây chuyên cho ra kết quả khá chính xác (sai 
sô 2%). Mặc dù nhìn phương trình có vẻ rôi răm nhưng thực ra ta không tôn nhiêu công sức đê 
làm. 
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BÀI 4.3 NEWTON ĐÃ NÓI GÌ VẺ VI TÍCH PHÂN? 


Hầu hết chúng ta học toán từ những giáo trình hiện đại với những ký hiệu hiện đại và chúng 
thường khác với ký hiệu gốc trong lịch sử. Vì vậy, không mấy ngạc nhiên khi nhiều người nghĩ 
răng toán học là một phát minh hiện đại và nó được thiết kế chỉ đề tra tấn học sinh! 


Isaae Newton ở tuổi 46 


Isaac Newton đã viết những ý tưởng của ông về vi tích phân trong cuốn “The Principia” (hoặc 
đầy đủ hơn “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, nghĩa là nguyên tắc toán học của 
triết học tự nhiên) được xuất bản lần đầu vào năm 1687 và đâề là một cuốn sách tuyệt vời theo 
thời gian. Không chỉ vi tích phân, cuốn sách này còn bao gồm cả những quy luật chuyển động 


của ông. 


PHILOSOPHLE LxÌ 
| 


NATURALIS 


le si 


MATHEMATTIGA. 


<< = ——==.s.=.=. 
lwetee 7% NEW TÓM, Tre. Caữ. Cemsẽ. Ấ%c. Marirctex 
ffoicfre Lam, & Sociearh Regalx Soil, 


| IMPRIMATUHR 
S PEPYS #g&‹PR#$E$ 
Ỉ Test s. t4. 


LONDINT, 
Profta 
box =2 nâv 32 y1e ch” sa tot spod | 


Trang bìa cuôn The Principia 


Newton viết Principia bằng tiếng Latin. Mặc dù các nhà khoa học khác đã viết cuốn sách này 
bằng ngôn ngữ mẹ đẻ của họ (hoặc một số ngôn ngữ phổ biến khác như tiếng Pháp, Đức và 


Anh), nhưng Principia rất phô biến trong giới toán học viết bằng tiếng Latin vào thế kỷ 19, 


Hãy theo dõi vào một phần nhỏ (“Bồ đề II”) của công trình vủa Newton trong bản dịch bằng 


tiếng Anh vào năm 1729. 
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Vấn đề sau đây rất quan trọng với các nhà khoa học vào cuối thế kỷ 17, đó là họ gặp một số vấn 


đề cấp bách trong ngành khoa học hàng hải,thiên văn học và các hệ thống máy móc cơ khí mà 
không thê giải quyêt được băng những công cụ toán học đã có lúc bây giờ. 


Trước khi xem cuôn sách, bạn cân năm vững một sô khái niệm sau. 


+ Bồ đề (lemma) là một mệnh đề đã được chứng minh, và nó dẫn đến các kết quả mở rộng 
hơn. 


+ Trong tiếng Anh cổ, ký hiệu | đại điện cho chữ “S”. Từ đầu tiên xuất hiện bên dưới là 
“in[erib°d”, mà chúng ta viết là “inscribed” (lưu ý rằng chữ “s” được sử dụng cho danh từ số 
nhiêu giông như chữ “s” của chúng ta hiện tại). Kéo dài chữ S, ta được ký hiệu Ï, được sử dụng 


để ký hiệu cho “tích phân”, vì tích phân có liên quan chặt chẽ đến “tổng” (sum). 
+ “Dimini [ hed” là “giảm” (diminished), còn có nghĩa là “trở nên nhỏ hơn”. 
+ is “&c” mà ngày nay chúng ta viết là “etc” (et cetera nghĩa là “vân vân”). 
+ “Augmented” nghĩa là “trở nên lớn hơn”. 


+ “Ad Infinitum” trong tiếng Latin có nghĩa là “tiếp tục thực hiện cho đến khi bạn tiếp cận vô 


hạn”. 


lL.gM A TL 


TƑ in any fcure AacE (DI. t.Fig.6.) fermzna£ed 
6y the ri bmcš Aa, AE, and tÈe cute 
acE,fere ðe /ƒcrib'4 at ttúber oƑ 'quờn 
kklagrarms A b,B c, Cd, ở. cø»prebendcd 
udcr (qua! 6aƒes A B,BC, CD, ?‹. and 
£Öe d:sB b, Cc, Dd, Œc. parallel f0 0w 
ƒiáe A a 0ƒ túc fipwfe ; and the paralklo- 
@ramẽ aKbl], bLcm, cMdn, Ởe. are 
compleated. Tcn 0ƒ tbè breaádtb ðøƒ tboƒe 
arall:lagrar.s 6£ [upPos'd to 6c diminibcd, 
and tb:tr tiuw6cr f0 6e a/g10/wed ìn infÑni- 
tum: Ï (2y £54† f6c uÏt1ate faf1e$ teb¡cŠ 
te zm/crPd ú¿£ AKbLcMdD, 0ðe 
circw/cribed fiøwc A albmcndoE, and 
cụrUibnear føwrz£ A abcdE, œ1! baue 
‡0 0fi£ anôtber, are rat101$ 0ƒ` eqt4a/1Y. 


Bồ đề II 


Nếu bất kỳ hình AacE (như hình 6) giới hạn bởi hai đường Aq; AE vuông góc nhau và đường 
cong qCE, khi đó tốn tại một lượng các hình bình hành Ab; Bc; Cd;... được bao bởi các cạnh 
bằng nhau AB; BC; CD;... và các cạnh Bb; Éc; Dd;... song song với một cạnh A của hình, và 
hình bình hành aKbl; bLcm; cMdn; ... là hoàn chỉnh. Nếu ta giảm độ rộng các hình bình hành 
xuống và tăng số lượng hình bình hành lên đến vô hạn: ta nói răng tỉ lệ sau cùng giữa hình nội 
tiếp AKbLcMdD, hình bao xung quanh AalbmcndoE hình cong AabcdE bằng nhau và chúng 
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Đây là hình ảnh có trong “Bồ đề II? 


I. GIẢI THÍCH 


Ta sẽ quan sát từng ý một trong bố đề. Chúng ta muốn tìm điện tích giữa đường cong abcđE và 
hai đường Aa và AE. 


Nếu bắt kỳ hình AacE (như hình 6) giới hạn bởi hai đường Aq; AE vuông góc nhau và đường 
cong acE, 


^ E 


khi đó tôn tại một lượng các hình bình hành Ab; Bc; Cd;... được bao bởi các cạnh bằng nhau 
AB; BC; CD;... và các cạnh Bb; Cc; Dd; ... song song với một cạnh A của hình, 
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và hình bình hành aKbl; bLcm; cMdn,; ... là hoàn chỉnh. 


Nếu ta giảm độ rộng các hình bình hành xuống và tăng số lượng hình bình hành lên đến vô 
hạn: ta nói rằng tỉ lệ sau cùng siữa hình nội tiếp AKbLcMdD, hình bao xung quanh 
AalbmcndoE hình cong AabcdE bằng nhau và chúng trùng với nhau. 


Hình chữ nhật dưới Hình chữ nhật trên 


Nói cách khác, nếu chúng ta vẽ nhiều hình chữ nhật mỏng theo cách tương tự ở trên thì diện 
tích hình chữ nhật đưới và diện tích hình chữ nhật trên sẽ hội tụ về diện tích dưới đường cong, 
đó là diện tích chúng ta cần tìm. 

Dưới đây là trường hợp chúng ta có 25 hình chữ nhật. Chúng ta có thể thấy tổng diện tích của 
các hình chữ nhật này gần với diện tích dứoi đường cong. Chắc chắn tỷ lệ dưới đây sẽ gần bằng 
1, đúng như Newton đã nói. 


Hình chữ nhật dưới = Hình chữ nhật trên = Diện tích dưới đường cong 
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Hình chữ nhật dưới Hình chữ nhật trên 


Đây là ý tưởng cơ bản của giải tích, đó là ta sẽ tìm diện tích (hay độ đốc) cho một số ít trường 
hợp, sau đó ta tăng sô lượng trường hợp lên vô hạn, và kêt luận răng chúng ta đang gân đên với 
câu trả lời cân tìm. 


II ĐÓNG GÓP CỦA ARCHIMEDES 


Khái niệm tìm ra diện tích bề mặt cong sử dụng tổng vô hạn thì không hề mới vì Archimedes đã 
biệt đên điêu này cách đây 2000 năm. 

HI. HỌC TOÁN TỪ NHỮNG ĐIÊU CƠ BẢN 

Dù ta đang xem Principia thông qua 1 bản dịch tiếng Anh nhưng lại rất thú vị khi ta quan sát 
các ký hiệu và biêu thức ban đâu của Newton. Trên đây, dĩ nhiên, là một phân rât nhỏ của cuôn 
sách Principia của Newton. 

Ta nên nghiên cứu (và giảng dạy) toán với sự am hiểu sâu sắc lý do vì sao toán học phát triển, 
phát triên khi nào và ai đã góp phân phát triên toán. Ta không thê lúc nào cũng sử dụng nguôn 
tài liệu nguyên bản, nhưng ta cũng nên học toán với sự hiệu biệt vê lịch sử toán học hơn là 
không bit. 
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BÀI 4.4 TÔNG RIEMANN 


Tích phân là một quy trình toán học g1úp ta: 


+ Tính diện tích miền phẳng dưới đường cong trong không gian 2 chiều (cạnh hình phăng 
không thăng và không có công thức đơn giản nào đê tính diện tích hình phăng đây.). 


+ Tính thể tích vật thể trong không gian 3 chiều (cạnh không thăng.). 


+ Vận tốc của vật thể nếu ta biết gia tốc vật thê đây tại thời gian £ (tức gia tốc luôn thay đôi 
theo thời gian cũng như vận tôc.). 


+ Quãng đường của vật thể nếu ta biết vận tốc vật thể đây tại thời gian £ (vận tốc và quãng 
đường thay đôi theo thời gian nên chúng không có công thức đơn giản đê tính.). 


+ Áp suât của một vật thê chìm sâu dưới nước (áp suât thay đôi khi vật chìm xuông.). 


Trong tích phân ta đã dành nhiều thời gian nói về diện tích dưới đường cong bởi vì miền phẳng 
tính diện tích đây có thê dùng đê đại diện cho bât kỳ đại lượng nào nói trong bài. 


Trong các tiết toán ta dùng tích phân đề tính diện tích đưới đường cong. Ta biết rằng diện tích 
hình phăng dưới đường cong ƒ(+) được tính băng cách tính tích phân xác định giữa cận dưới và 
cận trên a và b như sau: 


b 
Diện tích = Ị ƒŒ)dx 
a 


Tuy nhiên, không phải lúc nào ta cũng dễ dàng tính được tích phân trên. 

I. ĐẶT VẤN ĐÈ 

Tôi cần tính diện tích dưới đường cong sau, giữa x = 3.1 và x = 6. 
= |052+° sin(z)| 


Diện tích cân tính có hình sau: 


3.1 6 


Khi đó ta có tích phân sau đề tính diện tích yêu cầu: 
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Diện tích = JIn3z° sin(x)| dx 
3.1 


Tuy nhiên, tích phân trên rất khó tính bằng cách “thủ công”. 


Vậy ta phải làm gì? Ta cần hướng tính toán số đề tính tích phân trên, giống như nhiều nhà toán 
học đã làm trước khi Isaac Newton và Gottfried Lelbniz phát triên vi tích phân vào thê kỷ 17. 


Một cách tính đó là vẽ mạng lưới trong miền phăng và đến số hình vuông nhỏ. 


Tuy nhiên, tôi đoán không lầm chắc bạn sẽ cảm thấy rất chán nản khi phải đếm số ô vuông, nhất 
là hình lớn thì số lượng ô vuông rất nhiều. Bạn hãy nhớ rằng muốn tính diện tích càng chính xác 
thì số lượng ô vuông trong miền phẳng phải càng nhiều, dẫn đến việc bạn phải bỏ công sức 
nhiều hơn để đếm số ô vuông đấy. 


Có một cách khác hữu hiệu hơn. Lưu ý rằng cách ta làm giống như cách máy tính tính tích 
phân, đó là tính toán sô. 


II. TÓNG RIEMANN 


Tổng Riemann cho ta một cách có hệ thống đề tính diện tích dưới bề mặt cong khi ta biết hàm 
sô toán học cho đường cong đây. Cách làm này được đặt tên theo nhà toán học Bernhard 
Riemamn (đọc là “ree — man” vì trong tiêng Đức “ie” đọc thành “ee”). 


Ta sẽ xây dựng các hình chữ nhật có độ rộng băng nhau ở giữa điêm đâu và điêm cuôi của miên 
phăng ta cân tính diện tích. Nêu ta cộng các diện tích này lại, ta sẽ được giá tri xâp xỉ tôt cho 
diện tích. 


Ta có thê đặt các hình chữ nhật sao cho đường cong nằm bên trái hoặc bên phải như hình dưới. 
Tùy thuộc vào đường cong, hình chữ nhật mà ta sẽ có các kêt quả xâp xỉ khác nhau. 
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Bạn có thê thấy ở ví dụ trên, kết quả xấp xỉ “trái” sẽ rất nhỏ (tổng diện tích các hình chữ nhật 
nhỏ hơn diện tích đưới đường cong), trong khi kết quả xấp xỉ “phải” sẽ rất lớn. 


Một cách đặt hình chữ nhật đó là ta đặt sao cho đường cong đi qua điểm giữa của mỗi hình chữ 
nhật như sau: 


Một cách khác nữa đó là ta xây dựng hình thang. Khi số lượng hình thang ngày càng lớn, chúng 
sẽ bao gân hêt đường cong. 


Hai cách cuối cùng đó là ta dùng hình chữ nhật dưới (tức hình chữ nhật nằm hoàn toàn dưới 
đường cong) và hình chữ nhật trên (tức hình chữ nhật năm hoàn toàn trên đường cong.) 


Quay trở lại vấn đề, áp dụng cách làm điểm giữa, ta sẽ vẽ 50 hình chữ nhật sao cho đường cong 
đi qua điểm giữa của mỗi hình chữ nhật, cộng diện tích các hình chữ nhật này lại, bạn sẽ thấy 
đáp án không đúng dù chỉ với I chữ số thập phân so với kết quả bằng tích phân. 
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¬a_ Sumareas = 71.356 


Actual area = 71.256 


Bạn có thể thực hiện cách chia các hình chữ nhật cũng như các cách giải tại 
http://www.intmath.com/blog/mathematics/riemann-sums-4715. 


Nhớ rằng 300 năm trước, người ta phải tính diện tích từng hình một bằng tay và tính rất nhiều 
hình chữ nhật. Vì vậy rất dễ hiểu khi họ buộc phải phát triển thêm nhiều công thức để tiện việc 
tính toán, như logarithm chăng hạn. 

Trong danh sách các công thức tính toán số thiếu đi công thức tính chuẩn xác nhất. Thay vì 
dùng các đoạn thắng nối 2 điểm trên đồ thị (hướng tiếp cận hình thang), ta có thể xấp xỉ diện 
tích đường cong băng chuỗi các parabola, đó là quy tắc Simpson. 


Tính phân cho ra giá trị diện tích hợp lý nếu đường cong nằm hoàn toàn trên trục x (như đồ thị 
ví dụ trên). Nên với phần đồ thị dưới trục x, bạn cần đặt kết quả tích phân vào dấu trị tuyệt đối. 


II. TÔNG KÉT 


Bài viết này cho bạn thấy khái niệm quan trọng trong tích phân. Diện tích dưới đường cong có 
thê đại diện cho nhiêu vân đê trong đời sông, từ cách tìm vận tôc đên tìm thê tích. 


Trước khi vi tích phân phát triển, cách để người ta làm những điều trên đó là sử dụng hướng. 
tính toán số, tức tính tổng diện tích các hình chữ nhật (hay hình thang) rất mỏng để cho ra kết 
quả xấp xỉ diện tích. Càng nhiều hình chữ nhật, kết quả xâp xỉ càng tốt. 
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BÀI 4.5 ĐỊNH LÝ CƠ BẢN CỦA VỊ TÍCH PHÂN 


^.a?? 


Bạn có thê theo dõi sơ lược khái niệm về “Định lý cơ bản của vi tích phân” trong bài “Diện tích 
dưới đường cong” và “Tích phân xác định”. 


Trong bài này, ta giả sử rằng hàm ƒ liên tục trên khoảng đóng [a; b]. Điều này có nghĩa đường 
cong không đứt đoạn trong đoạn x = ø đên x = b và điêm đâu, cuôi thuộc đoạn đó. 


I. ĐỊNH LÝ CƠ BẢN THỨ NHÁT 


Cho các điều kiện ở trên, ta xác định một hàm F (chữ “F” viết hoa) như sau: 


Nhà | £Œ)dt 


(Lưu ý rằng trong tích phân trên ta có cận trên là x và ta tính tích phân theo biến £). 


Định lý cơ bản thứ 1 nói rằng: 


Hàm F liên tục trên đoạn đóng [a; b]. 
Hàm #' khả vi (tức có thê tính vi phân) trên đoạn mở (a, b). 
F'(z) = ƒ(z). tức đạo hàm của F() là ƒ(2). 


Chứng minh định lý cơ bản thứ nhất 
Giả sử x và x + h là các giá trị trên đoạn mở (a; Đ). 
Vì ta định nghĩa F(z) là ƒˆ ƒŒ) dt, ta có thể viết: 


x+h bà 


Fœ+h)~F@) = | ƒ()#t~ | ƒ@)át 


Ta viết lại tích phân đầu tiên ở về phải thành tổng của hai tích phân (chú ý cận trên và cận dưới) 
và đơn giản mọi thứ như sau: 


F(x+h)— F(zx) 


= [Zo&+ [ ra - [ra 
~ | /d04 


Bây giờ ta chia hai về cho h > 0: 
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F(x + — Fœ) _ 1Ì ƒŒ) đt 


Với bắt kỳ đường cong trong đoạn (x;+x + h) sẽ có một giá trị c nào đó sao cho ƒ(€) là giá trị 
cực tiêu tuyệt đối của hàm sô trong đoạn đó, và có một giá trị đ nào đó sao cho ƒ(đ) là giá trị 
cực đại tuyệt đối của hàm số trong đoạn đó (đây là hệ quả của Định lý giá trị cực). 


Nên ta có thê việt: 


/(@)<Ð==”—S < ra) 


Nêu h ngày càng nhỏ, cả c và đ đêu tiên tới x nên ta có giới hạn sau: 


lim ƒ() = lim ƒ(c) = ƒ() 


lim ƒ(đ4) = lim ƒ(đ) = ƒ(2) 
h0 đ>x 
Vì biểu thức của chúng ta ngày càng tiến sát đến ƒ() từ hai phía nên ta có thể kết luận: 


h- F(x+h) — F(z) =ƒŒœ) 


h>0 h 


Ta nhận thấy rằng giới hạn ở về trái chính là định nghĩa đạo hàm F(+) nên ta cần chứng minh 
hàm F (+) khả vi, khi đó F '&) = ƒ(). Đông thời, vì F(+) khả vi tại mọi điểm trên (ø; b) nên 
hàm này liên tục trên đoạn đây. 


Lưu ý: Khi tính tích phân, việc bạn sử dụng biên nào không có khác biệt lăm nên hoàn toàn ôn 
khi ta sử dụng biên £ hay x, miên là chúng không có mâu thuân nào. 


H. ĐỊNH LÝ CƠ BẢN THỨ THỨ HAI 


Ta tiếp tục giả sử hàm ƒ là hàm liên tục trên [a; b] và F là một nguyên hàm của ƒ, tức F”(x) = 


ƒG). 
Định lý cơ bản thứ 2 nói rằng: 


b 
|7 #x= r0) ~ r&) 


Định lý này có liên hệ đến kết quả đại số ta thu được khi tính tính phân với hàm số trong đồ thị 
ta cân tính diện tích dưới đường cong. 


Để tìm diện tích giữa cận dưới x = a và cận trên x = b, ta tìm tông diện tích dưới đường cong 
từ x = 0 đên x = b và trừ đi những phân diện tích không cân thiệt từ x = 0 đên x = a. 


Chứng minh định lý cơ bản thứ hai 
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Từ định lý cơ bản thứ nhất, ta có: 


Bíxl:= | £(Œ)dt 


Và, 
FƑ()=ƒŒ) 


Giả sử ứ(%) là một nguyên hàm của ƒ(+). (Nhớ rằng một hàm số bất kỳ có vô số kết quả 
nguyên hàm, sai khác nhau bởi một hằng số nào đó, nên ta có thê viết đ(x) = F(«) + K). 


Vậy ta được: 
ŒG'(x)=F'Œœ) 
Bây giờ, vì @(x) = F(%) + K, ta có thể viết: 


G(b)— G(a) 
= (FŒ)+K)- (ŒF(a) + K) 
= =. F(a) 


=[ mo& [Hoa 


~ [#@&~—t 
[rĐ& 


Vậy ta đã chứng minh rằng: 


b 
7œ #x= r0) ~ r&) 


Lưu ý: Một lân nữa, khi tính tích phân, việc bạn sử dụng biên nào không có khác biệt lăm nên 
hoàn toàn ôn khi ta sử dụng biên £ hay x, miên là chúng không có mâu thuần nào. 


II. BÀI TẬP 
(1) Tính đạo hàm: 


b3 


d 
— | +3t—*át 
dx 

5 


Trả lời bài tập (1) 
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Theo định lý cơ bản thứ 1, nếu F() = [7 ƒŒ) đt, thì F'Œ) = ƒŒ). 
Trong ví dụ này, ƒ(£) = t? + 3t — 4. 
Vậy: 


x 


d 
| [t?+ât— tát =x?+3x—4 
dx 

5 


Ta không cần “đi vòng”, tức tính tích phân trước rồi đạo hàm sau mà ta có thể tính trực tiếp đạo 
hàm. Tuy nhiên, ta hãy làm cách “đi vòng” đê hiêu rõ nguyên lý hơn. 


x 
|t2+3t— +át 
5 


( 5s : 
=|—+—-⁄t 
EUAP] | 
x3 2 
=s†. (+ “SG 


Tiếp theo, ta đạo hàm kết quả trên theo z: 


d(íx3 3x7 
=†;_-È ` =x?+3x—4 
dx 2 


Đáp án này giống với đáp án ta thu được từ trước. Lưu ý răng ta không quan tâm đến cận dưới 
của tích phân là bao nhiêu (trong bài này là 5) vì giá trị hằng số tạo ra (trong bài này là 59.167) 
sẽ biến mất khi tính đạo hàm. 


(2) Tính đạo hàm: 


x 


d 
— Jrsne9 dt 
dx 


m 
Trả lời bài tập (2) 

Trong câu hỏi này, ƒ(£) = t sin(£?). 

Vậy kết quả đạo hàm là: 


X 


d 
—— Jrsne9 đ | =#sinx”) 
dx 


Tn 


Ta chưa nghiên cứu cách tính tích phân trong trường hợp như liếi t sin(£f) dt, nhưng ta không 
cần quan tâm cách làm điều này (thật ra ta không thể tính tích phân này thông qua những hàm 
cơ bản, nhưng ta lại dê dàng tính được đạo hàm). 
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Lưu ý rằng hằng SỐ Tr không tạo ra sự khác biệt cho đạo hàm cuối cùng. 
(3) Tính đạo hàm: 
x 
: | t(1+tỶdt 
dx 
0 


Trả lời bài tập (3) 
Lần này, ƒ(£) = tV1 + tŠ. 
Vậy: 


P d 

d 

SỜ J: 1+t3dt |=xQ1+xÊ 
0 


IV. TƯƠNG TÁC 


Bạn có thê dùng chương trình ứng dụng nhỏ sau để khám phá thêm về định lý cơ bản thứ 2 tại 
http://www.intmath.com/Integration/6b-fundamental-theorem-calculus-interactive.php#applet. 
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BÀI 4.6 CÔNG THỨC TANZALIN TÍNH TÍCH PHÂN TÙNG PHẢN 
Bài viết này sẽ trình bày một cách đơn giản hơn để tính những tích phân mà ta thường phải sử 
dụng công thức tính tích phân từng phân. 


Công thức Tanzalin rất dễ để thực hiện. Nếu lúc bạn làm kiểm tra phải làm theo công thức tích 
phân từng phân theo lý thuyêt, bạn có thê dùng công thức này đê kiêm tra kêt quả. 


Công thức Tanzalin được sử dụng nhiều ở Indonesia, ngoài ra tôi không thể tìm thêm nơi nào 
dùng công thức này (trong văn học Anh) và tôi không có thông tin vê Tanzalin, có thê đây là 
một nhà toán học. 


I. VÍ DỤ 1 
| 2x(3x — 2)Š dx 


1) Sử dụng công thức tích phân từng phần 
Đầu tiên, ta sẽ dùng công thức tính tích phân từng phần, từ đó ta có đữ liệu để so sánh. 


Ta xác định u, 0, du và du như trong bảng sau: 


ỨC=ðxy du = (3x — 2)Š dx 


1 
đu = 5ã =— 1) 
U 51 (3# ) 


Công thức tích phân từng phần cho ta: 


| wap =uy— | rau 


Pin 2 
2 >„”? 6 =__= —. VI j = ÿ4 
| x(3x — 2)° dx ni (3x— 2) m (3x — 2)/ dx 

Bây giờ, ta tính tích phân chưa biết: 

1 

J@x- 2)dx =—(3x—2)8+(€Œ 

24 

Thay kết quả, ta được: 


2x lÌ 
—2À6 — 2 ốc. — 298 
| 2x(3x — 2)° dx 21 (3x— 2) 252 (3x—2)?+€Œ 


Ta có thê đặt nhân tử chung để đơn giản hóa kết quả: 


CẮb so nể 2 


=. 7. ... 
|?zx@ 2j ỦX 252 (3x—2)ˆ+€CŒ 


Công thức Tanzalin ít phức tạp hơn. 
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2) Sử dụng công thức Tanzalin 


Trong công thức Tanzalin, ta thiết lập bảng như bên dưới đây. Ở cột đầu tiên là thứ tự cấp đạo 
hàm của biêu thức đơn giản nhât trong tích phân cân tính (ta cân chọn như vậy bởi chúng sẽ 
biên mât sau một vài bước.). 


Ở cột thứ hai là tích phân phần biêu thức còn lại trong hàm tính tích phân. 


Ta chỉ việc nhân 2 biểu thức ở ô nền xanh với nhau trong bảng (biểu thức 2x nguyên thủy và 
biêu thức kêt quả tính tích phân đâu tiên). Ta không đôi dâu của những biêu thức này. 


Sau đó ta nhân 2 biểu thức ở ô nền vàng (đạo hàm bậc 1 và biểu thức tích phân lần hai). Ta đặt 
dâu trừ cho tích này. 


Đáp án tích phân là tổng của 2 biểu thức trong cột cuối cùng. 
| 2x(3x — 2)Š dx 


Đạo hàm |_ Tích phân Tích các ô cùng màu 


2x (3x — 2) 
1 2Ä 
7 — =2) |. + ái —=Ỹ)? 
đi (3x— 2) = (3x— 2) 
1 1 
0 So =. . s ` ".. 
s04 L2x — 2) 252 (34 — 2) 


Cộng các kết quả trong cột thứ 4: 


2x 1 
— 6 = — — Ú =.ˆ=— = 8 
| 2x(3x — 2)5 dx _ (3x — 2) TT (3x—2)8+€ 


Ta thêm hằng số tích phân Œ trong kết quả cuối cùng chứ không phải trong bảng. 


Zlx+2 
= =ð' #£ 
=5 (3x—2)ˆ+ 


| 2x(3x — 2)Š dx = : 


IH. VÍ DỤ 2 
| # sin(x) dx 


Ta sẽ sử dụng công thức Tanzalin. 


Đạo hàm | Tích phân | Dấu | Tích các ô cùng màu 


nà sin(z) 
1Ì —cos(*) | + —# cos(#) 
0 — sin() — sin(x) 


Khoa: TOZÁN HỌC" 350 


Chuyên san EXP 
Khoa Toán học, trường Đại học Khoa học Tự nhiên — Đại học Quốc gia Tp. Hồ Chí Minh 


Ta nhân (x) với (— cos(x)) và ta không đổi dấu. Sau đó ta nhân (1) với (— sin(z)) và ta đổi 
dâu. 


Cộng kết quả cột cuối cùng, ta được kết quả: 
ị xsin(z) dx = —x cos(z) + sin(«) + € 
HL VÍ DỤ 3 
| x?Vx — 1dx 


Trong bài này, công thức Tanzalin yêu cầu 4 dòng vì ta còn một đạo hàm đề xác định. 


Ta cần đặt dấu xen kẽ (cột thứ 3), vậy dòng thứ 4 sẽ có dấu dương. 


Đạo hàm |  Tíchphân | Dấu | Tích các ô cùng màu 


(x— 112 

dào sŒ~ IÙ | sp ®w- j; 
2 nzớ “lo . =ủj" 
0 ¬pg Œ ~ 197/2 + ipgsŒ*~ ti 


Vậy đáp án cuôi cùng là: 


2x2 3 Đx 5 1ó 7 
|>z24x=14 =~TŒ~1~1zŒ~ LỂ + ra Œ — 1) +. 
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IV. VÍ DỤ 4 
| x”ln(4x) dx 
Ta cần chọn In(4z) cho cột đầu tiên, dựa theo danh sách thứ tự ưu tiên khi tính tích phân từng 
phân: 
+ log của z. 
+ x lũy thừa. 
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+ e lũy thừa z. 


Lưu ý: Nếu ta chọn cách khác, khi đó ta phải tính tích phân ln 4x, rất phức tạp. 


Đạo hàm | Tích phân | Dấu | Tích các ô cùng màu 


In(4x) £” 

ïÍ 3 3 
1 xẺ + x°Ìn4x 
$# 3 3 

jÌ ". xŠ 
Z T12 15 
2 2.) l, _*` 
bu 60 60 


Khi nào ta dừng? Cột đạo hàm cũng như cột tích phân sẽ ngày càng dài thêm. Công thức 
Tanzalin yêu câu một trong các cột này phải “biên mât” (tức băng 0) nên ta phải có cách nao đó 
đê dừng lại. 


Vậy đáp án cuôi cùng của ta là: 


x3Ìn4x HÌ Ầ 1 1 : 
5 -{ +—+ +er)# +€ 


⁄À = =_ — ———= 
| 2m4 áx= 1260 ' 80 ' 420 


Biểu thức trong ngoặc phải bằng 5 (vì đây chính là đáp án nếu ta dùng cách tính tích phân từng 
phần), nhưng như bạn thấy, đây không phải cấp số nhân nên cần ta phải có kỹ thuật tính toán. 
V. TÔNG KẾT 

Trong khi công thức Tanzalin chỉ năm giữ những tích phân bao gồm (ít nhất một) biểu thức đi 


kèm, công thức này cho ta cách tính tích phân đơn giản hơn trình bày theo công thức tính tích 
phân từng phân. 
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BÀI 4.7 TÍCH PHÂN TỪNG PHẢN 2 LÀN 


Khi lần đầu ta học tích phân, thông thường các ví dụ là những đa thức đơn giản hay một hàm số 
như sau: 


ñZ tu d)fec máu+b8 
3 


J|snxe = —COS#x + €C 


I. TÍCH PHÂN TÍCH 
Liệu có cách nào để tính tích phân là tích của 2 hàm số như ví dụ sau không? 


Ví dụ 1: 
| xsnxaz 


Lúc này ta cần một kỹ thuật quan trọng và hữu ích trong vi tích phân là tích phân từng phần 
(bạn có thê xem lại toàn bộ lý thuyêt cơ bản cũng như ví dụ trong bài 3.3.8). 


Đề tìm tích phân này, ta chọn 1 sao cho đạo hàm của 1 phải đơn giản hơn 1. Trong ví dụ này, 
ta sẽ chọn  = z và quy trình giải như sau: 


D5 =4 dụ = sinx dx 
0U =ÀdX 1= COSX 


Ta áp dụng công thức tích phân từng phần và tính tích phân 


| nay =uờ— | rau 


| xsnxaz = (x)(— cosx) — | — COS x dx 
Rút gọn, ta được: 
|xsmxaz = —xC0Sx + | COS x dx 
Bây giờ, tích phân cuối cùng rất dễ đề tính, do đó ta có thê viết ra đáp án: 
|xsnxaz ==#zt0s#Z + sinx+€ 


Lưu ý 1: Hằng số tích phân (€) xuất hiện sau khi ta làm tích phân cuối cùng. 


Lưu ý 2: Chọn tu và đu có thể khiến bạn căng thắng, nhưng nếu bạn tuân thủ theo quy tắc 
LoNguDaLuMu (có thê đọc vui thành “Lợn Ngựa Đạp Lủng Mũ”), quy tắc này rât dê làm. Với 
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1, bạn chọn thứ tự ưu tiên từ cao nhất xuống thấp trong danh sách và chọn đø theo thứ tự ưu 
tiên từ thâp nhât lên cao: 
Lo: Hàm Logarithm 
Ngu: Hàm lượng giác Ngược 
Da: Hàm Đại số (đa thức đơn giản) 
Lu: Hàm Lượng giác 
Mu: Hàm Mũ 
II. TÍCH PHẦN TỪNG PHÀN - 2 LÀN 


Bây gIỜ, ta xem trường hợp kép, tức ta sẽ không có đáp án ngay từ lần đầu thực hiện tích phân 
từng phần mà ta phải thực hiện phép tích phân từng phần 2 lần. 


Jze dx 


Trong ví dụ này ta chọn  = +2 vì khi lấy vi phân, ta sẽ được biểu thức đơn giản hơn e*, với 
xét theo quy tắc “Lợn Ngựa Đạp Lủng Mũ” thì hàm đại số (x7) đứng vị trí ưu tiên cao hơn hàm 
mũ (e*) 


Ví dụ 2: 


ti gàx dU = e* dx 


tu —= 2x dx 1=£" 


| nay =uờ— | rau 


Jze dx = xˆe*— | e*(2x) dx 


Bây giờ ta tính tích phân từng phần: 


Ta sắp xếp lại sẽ được tích phân dưới đây, tôi sẽ gọi là phương trình (1): 
J>ze dx = x?e* — 2 | xe dđx£ (Í) 
Lần này ta không thể ngay lập tức giải được tích phân cuối cùng, vì vậy ta cần thực hiện tích 
phân từng phân thêm một lân nữa. Chọn + sao cho đạo hàm của 1 đơn giản hơn 0u, ta được: 
tt =x du = e* dx 
x 


du = dx U=e6 


Lưu ý rằng + và 0 này có giá trị khác với và ø ở ban đâu ví dụ 2, đây có thể là cái bẫy nêu 
bạn không đê ý. 
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Bây giờ ta thực hiện tính tích phân từng phần của | *e” đ%: 


| tay =uờ— | rau 


|xet4x=xe*— [ sxax 
Tích phân cuối cùng rất đơn giản, từ đó tôi có phương trình (2) sau: 
Jxe ỦX<=1e”°=£ +y Lãi] 
Nhưng ta chưa hoàn tất bài này, ta nên nhớ rằng cái ta cần tính là tích phân này: 
j X^ø” x 

Đây là đáp án khi thực hiện tích phân từng phần lần I: 

|ze dx = x?eY — 2 | xe dx (1) 
Thay đáp án (2) vào phương trình (1) và ta có: 

|>ze dx =#x *e* —2(xe* —e*)+C 
Rút gọn lại, ta được đáp án cuối cùng: 

|rea =e*(x?—2x+2)+€C 

Lưu ý vị trí hằng số “+C” xuất hiện trong đáp án, hằng số này xuất hiện khi ta đã tính hết tất cả 
các tích phân (nhiêu học sinh hay lưỡng lự ở bước này, có bạn thêm “+Œ” trước khi tính xong 
tích phân, hay có bạn quên thêm vào). Tôi sử dụng chỉ sô dưới chân 1 ở hăng sô đâu tiên ví 
hăng sô này không cùng giá trỊ với giá trị € cuôi cùng. 
II. TÍCH PHÂN TỪNG PHẢN 2 LÀN - BÀI GIẢI 


Ta cũng tìm hiểu cách sử dụng tích phân từng phần để giải ra tích phân ta đang tìm. Sau đây là 
ví dụ. 


Ví dụ 3: 
ị e* sinx dx 


Trong ví dụ này, ta không có cách rõ ràng nên chọn + như thế nào vì vi phân e* hay sin x đều 
không cho ta biêu thức đơn giản hơn. Ta chọn khả năng “đơn giản nhât” có thê như sau (bât 
châp eÝ có mức ưu tiên dưới hàm lượng giác trong bảng “Lợn Ngựa Đạp Lủng Mũ”: 


“ dụ = sin x dx 


tlbD =€ 
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tuU = e” ủx U=_—C0SX 


Áp dụng công thức tính tích phân từng phần: 


| tay =uờ— | rau 


[+*sinxdx = —e*cosx + | e* cosxdx (3) 


Ta được phương trình (3) sau: 


Bây giờ, đề tính tích phân cuối cùng: 
| e* cos x dx 


Một lần nữa, ta cần quyết định chọn + là hàm số nào, và ta quyết định chọn hàm số cho ra đạo 
hàm đơn giản nhât: 


M đdU =xcos x đX 


uUu=e 
dư = e* dxX 3 = sinX 


Áp dụng công thức tính tích phân từng phần lần thứ 2: 


| wap =uờ— | du 


| ##cosxdx = e*sinx— | e*sinxdx (4) 


Ta thu được phương trình (4): 


Đợi đã, tích phân cuối cùng lại giống tích phân đề bài. Nếu ta tiếp tục thực hiện tích phân từng 
phần, quy trình này sẽ không bao giờ kết thúc. 


Vậy ta cần sử dụng mẹo sau. Ta thay thế đáp án tích phân từng phần lần 2 (phương trình (4)) 
vào đáp án tích phân từng phân ban đâu (phương trình (3)). 


|#*snxex 


—e@* cosx + | E*“ (0s đx 


—e@* cosx + (e: sinx — | e*sinx dx) 
Bỏ ngoặc: 


|+*snxax= —e* c0sx + e* sinx — | e* sinx dx l&3) 
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Bây giờ, phương trình trên có dạng như sau: 
)S=sj sp 
Đề giải phương trình theo ø, ta chỉ cần thêm ø vào hai về: 
2p=-q+r 
Sau đó chia hai về cho 2: 


=7 
F2 


D = 
Vì vậy ta sẽ làm quy trình tương tự cho phương trình tích phân (5). Tôi thêm ƒ e sin x dx vào 
hai vê: 


2 [ e*sinxdx = —-e*cosx + e*sinx + K 


Chia hai về cho 2, thu được: 


e*(sinx — cosz) 


#⁄ eï dx= 
J£tsnxex 2 


Vậy tôi đã giải phương trình (5) theo ƒ e* sin x dx, cho ta đáp án mong muốn. 


Lưu ý rằng tôi dùng “+K” cho hăng số đầu tiền, hằng số cuối cùng “Œ” có giá trị bằng K/2, 
nhưng thông thường ta chỉ lưu tâm đến hằng số cuối cùng. 
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GIỚI THIỆU TRANG WWW.INTMATH.COM 


L VỀ INTMATH 


IntMath ra đời nhằm khơi gợi sự hứng thú toán học cho mọi người. Đề thực hiện điều này, trang 
web cung câp những ví dụ rõ ràng, có liên quan đên cuộc sông hàng ngày và những ứng dụng 
tương tác, g1Iúp người đọc trải nghiệm các khái niệm một cách trực quan. 


IntMath ra đời vào năm 1997 và cho đến nay đã có hơn 10 000 khách ghé thăm mỗi ngày với 
hơn nửa triệu trang được xem môi tháng. 


Chân thành cám ơn những phản hỏi tích cực từ phía độc giả. Tôi rất cảm kích vì IntMath rất 
hữu dụng với bạn. 


II TÁC GIÁ 


Tôi là Murray Bourne, giảng dạy toán tại trường trung học Úc (khối 7 đến khối 12), Giáo dục 
Kỹ thuật và Nâng cao (TAFEE) và giảng dạy Đại học (tại trường Đại học Griffith và tại Nhật 
Bản). Ngoài ra, tôi còn dạy thêm nhiều môn khác, bao gồm âm nhạc, tiếng Anh, máy tính. 


Hiện tại tôi đang điều hành trang tư vấn về luyện toán và học tập điện tử, Bourne2Learn. 
Murray Bourne, Singapore, 2016. 
II. LIÊN HỆ 


Tôi rất do dự khi để thư điện tử ở đây vì tôi lo ngại một số người lợi dụng để . gửi những tin 
nhẫn rác. Vì vậy, nếu độc giả muốn liên hệ với tôi, hãy sử dụng biểu mẫu trong phần 

“Commemt, Question? ” để liên hệ với tôi. Tôi sẽ liên lạc lại với bạn bằng thư điện tử khi tôi 
chắc chắn bạn là người. 


IV. ĐIỀU KHOẢN SỬ DỤNG 


Bạn có thê xem và in một bản sao các bài việt trong IntMath sử dụng cho các công việc cá nhân 
của bạn, không được sử dụng với mục đích thương mại. 


Bạn không được sao chép, lưu trữ kế cả với hình thức in ra giấy hay trong các hệ thống tìm 
kiếm điện tử, gửi, chuyền, trình bày, phát sóng, xuất bản, tái bản, tác phẩm phái sinh, trưng bày, 
phân phát, bán, đăng ký, cho thuê hay bất cứ phương thức chuyền tải bất kỳ phần nào cho người 
thứ ba với mục đích thương mại hay gia tăng lợi nhuận, ngoại trừ việc trao đổi học thuật một 
cách thắng thắn trong các học viện học thuật. 


Điều khoản này bao gồm (nhưng không giới hạn) trưng bày các mục của IntMath trong công 
việc của bạn (nhằm tạo ấn tượng rằng đây là công sức bạn tạo nên). 


Khuyến khích bạn dẫn nguồn từ bất kỳ bài viết nào trong trang này, nhưng bạn không được sao 
chép và dán các nội dung đến trang web của bạn. Bạn không được tạo “siêu liên kết” đến hình 
ảnh của tôi (tức thiết lập <img src="http://www.intmath.com/images/..">) vì điều này sẽ làm 
hao phí băng thông và khiến tôi phải tốn tiền. 


Bạn được phép hiền thị trang web này trong lớp học của bạn với mục đích giảng dạy. 
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Liên hệ với tôi (thông qua biểu mẫu trong “Cozwnem, Question2 ”) nếu bạn muốn xin phép tôi 
sử dụng các nội dung theo cách thức khác mà tôi chưa đê cập ở những việc tôi đông ý ở trên. 
IV. GIÁY PHÉP BẢN QUYÈN 
Những hình ảnh có trong trang web này được: 
+ Tôi tạo nên (đại đa số các công thức và đồ thị.). 


+ Hợp nhất vào trang web của tôi nhằm tạo tin tưởng rằng chúng thuộc khoản phạm vi công 
cộng (những ảnh chụp nhât định và clip nghệ thuật.). 


Nếu tôi vô tình xâm phạm bản quyền hay sử dụng hình ảnh có bản quyền mà chưa xin phép, 
hãy thông báo với tôi đê tôi kịp thời khắc phục. 

Tất cả những vấn đề khác (bao gồm những bài viết về mánh khóe toán học) ngoại trừ bản ghi 
khác, đêu có bản quyên © Murray Bourne, 1997 — 2016. 


V. QUYÊN GÓP ỦNG HỘ 
Hãy giúp đỡ đề IntMath tiếp tục phát triển. Tôi rất hoan nghênh sự ủng hộ của bạn. 
http://www.Iintmath.com/help/site-info.phpfdonate 


VI. PHẢN HÔI: (10 phản hồi mới nhất tính đến thời điểm 0 giờ 00 phút, Chủ Nhật ngày 07 
tháng 02 năm 2016). 


Dynamic Daman, Ludhiana, Ấn Độ (26/01/2016): Trang này giúp tôi rất nhiều. Tôi có nhiều 
câu hỏi không biết tìm câu trả lời ở đâu cho đến khi tôi tìm thấy trang này, mọi thứ đều được 
giải thích kèm đồ thị rõ ràng. Cảm ơn rất nhiều. 


Yue Chi Kwan, London, Anh (17/01/2016): Ba tôi giới thiệu trang IntMath cho tôi và tôi rất 
mừng vì điều này do nguồn bài học toán học đều có sự liên kết với nhau, có thể hiểu được 
những kiến thức toán trong trang này, rất rõ ràng và khiến tôi rất hứng thú (hơn bình thường) về 
toán học bởi vì ngoài việc học, trang này khiến tôi cảm thấy thích thú khi xem thư điện tử và 
đọc những bài viết tôi quan tâm. Tôi chỉ muốn nói lời cảm ơn đến trang IntMath, hãy tiếp tục 
phát huy. 


Mohammad Abdul Rehman, Ấn Độ (05/01/2016): Cảm ơn tác giả rất nhiều. Những bài viết 
giúp tôi và các bạn tôi rất nhiều. Tôi học ở một trường cao đẳng đặc biệt nên giảng viên thường 
không đủ giỏi để giải đáp rõ ràng những thắc mắc của tôi. Những bài viết này rất rõ ràng và dễ 
hiểu. Một lần nữa, cảm ơn ông đã thực hiện những bài viết này. 


Kasim Sache, Mỹ (22/12/2015): Tôi rất thích trang IntMath, đây là một trang tuyệt diệu và là 
một trong những sáng tạo tốt nhất mà tôi từng thấy. Hãy tiếp tục nỗ lực, ông và mỗi nhân viên 
giúp đỡ đều rất tuyệt. 


Faisal Iqbal, Karachi, Pakistan (20/12/2015): Cảm ơn thư tin tức IntMath, những lá thư này 
hồ trợ tôi trong giảng dạy rât nhiêu. 


Tamo, Nam Phi (18/11/2015): IntMath có ích và tốt cho học sinh. 


Manju Chodhury, Jaipur, Ấn Độ (16/11/2015): Không thể nói đủ lời cảm ơn cho những nỗ 
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lực tuyệt vời này. Ông hết sức có ích. 


Kaustubh, Mumbai, Ấn Độ (14/11/2015): Trang IntMath là một trang tuyệt vời, nhiều kỹ 
thuật rât hay. 


Naveen Kumar, Bangalore, Ấn Độ (06/11/2015): Ban đầu tôi rất đở toán, nhưng nhờ trang 
của ông, tôi đã học được nhiều điều về toán và bây giờ tôi có thể giải bất kỳ bài toán nào. Tôi 
xin gửi lời cảm ơn ông rất nhiều vì ông đã tạo nên trang này và giúp đỡ tôi rất nhiều, tôi sẽ 
không bao giờ quên ơn ông. 

Mahi, Ấn Độ (17/10/2015): Đây là một trang nổi bật cho học sinh, cảm ơn ông đã tạo ra trang 
này, Chúa trời sẽ luôn bên ông, cảm ơn ông rất nhiều. 
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